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9 Os problemas de Relatividade Especial envolvendo a transformacao de Lorentz propostos em ma-

nuais de Fisica alinham o movimento dos projéteis e dos observadores que o descrevem numa tnica
coordenada, ou seja, na mesma direcao e sentido. Contudo, estudar a situagdo na qual o movimento
de um projétil é perpendicular a direcdo dos referenciais dos observadores permite graduar a difi-
culdade na andlise até enfrentar a situagdo de movimentos em qualquer direcdo. Neste contexto,
apresentamos aqui um caso simples, bidimensional ao estudarmos a quantidade de movimento de
um projétil langado perpendicularmente contra um alvo conforme descrito na perspectiva de ob-
servadores em dois referenciais distintos com a intengdo de desenvolver a intuicdo fisica a respeito
de fenémenos relativisticos e aprimorar a habilidade no uso das equagdes e conceitos Relatividade
Especial.

10 Palavras-chaves: Relatividade Especial; Transformacio de Lorentz; Referenciais.

11 The problems on Special Relativity involving the Lorentz transformation as proposed in Physics
textbooks align the projectiles motion and the observers describing them in a single coordinate in the
same direction. However, studying the situation in which the motion of a projectile is perpendicular
to the direction of the observers’ reference frames allows to graduate the difficulty in the analysis
until facing the situation of motion in any direction. In this context, we present here a simple,
two-dimensional case of studying the momentum of a projectile launched perpendicularly against
a target as described from the perspective of observers in two different reference frames with the
intention of developing physical intuition about relativistic phenomena and improving the ability
to use Special Relativity equations and concepts.

Keywords: Special Relativity; Lorentz Transformation; Reference Frames.

12 I. Introdugao 28 ciais. O propésito é estudar um caso simples, bidi-
20 mensional, antes de abordar situacées mais comple-
13 Na maioria dos manuais de Fisica que abordam 30 xas nas quais as linhas de mundo de observadores e

1 a Teoria da Relatividade Especial [1} 2} B] o movi- 31 do fenémeno descrito por eles seguem direcdes ar-
15 mento de um objeto estudado estd alinhado para- 3> bitrdrias, como é discutido e.g. [4], [5] ou [6]. Com
16 lelamente ao eixo x que, via de regra, € o mesmo 33 este estudo esperamos contribuir para desenvolver e
17 da dire¢do do deslocamento dos referenciais envol- 34 aprimorar a intuicao fisica a respeito de fendémenos
18 vidos. Esta é uma escolha conveniente, pois em tal 3s relativisticos e a habilidade no uso das equacoes e
19 situacdo as coordenadas que restam, i. e., y e 2 580 36 conceitos da Relatividade Especial.

20 invariantes sob as transformacoes de Lorentz uma
a1 vez que y = y' e 2 = 2z/. Contudo, é interessante
2 estudar o caso em que o movimento do objeto nao
23 coincide com a mesma coordenada do movimento
24 dos referenciais.

25 Apresentamos aqui uma situagéo na qual ocorre
26 0 movimento espacial bidimensional de uma massa
27 no eixo perpendicular ao deslocamento dos referen-

37 A Relatividade Especial afirma que a massa de
33 um objeto e, por extensdo, a sua quantidade de
3 movimento (momentum), depende dos referenciais
a0 inerciais nos quais sdo medidas [I]. Propomos exa-
41 minar a relacdo entre as quantidades de movimento
42 de um projétil lancado contra um alvo fixo em rela-
43¢0 ao seu referencial proprio por meio da solucao
44 analitica deste problema balistico como percebido
—_— 45 na perspectiva de dois observadores situados em re-
" E-mail: samuel soltau@unifal-mg.edu.br 46 ferenciais distintos e ambos perpendiculares ao dis-
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paro do projétil.

O artigo estd organizado como segue. Na Se-
¢ao[[I} apresentamos os conceitos e ideias da Teoria
da Relatividade Especial necessarias para abordar
o presente estudo. Na Segdo [[TI} o problema em
estudo é descrito e analisado sob a perspectiva dos
conceitos apresentados na se¢do anterior e, na se¢ao
[Vl expomos a solugdo analitica do problema estu-
dado. Por fim, na Seg¢ao [V} apresentamos as consi-
deragbes finais e apontamos alguns desdobramentos
e possibilidades de explorar problemas similares po-
rém mais complexos.

II. Alguns conceitos da Teoria da
Relatividade Especial

A Teoria da Relatividade Especial possui dois
postulados centrais como pressupostos que dao con-
sisténcia aos conceitos e formulagoes da teoria. No
primeiro, temos que as leis da Fisica sdo as mes-
mas em todos os sistemas de referéncia inerciais ou
seja, todos os sistemas referenciais sdo equivalen-
tes, ndo ha referenciais privilegiados. O outro pos-
tulado, relacionado & causalidade dos eventos, é o
principio da constancia da velocidade da luz que
estabelece a velocidade da luz no vacuo como um
limite universal intransponivel sendo a mesma para
todos os observadores em referenciais inerciais, in-
dependentemente da velocidade relativa entre eles.
Isso significa que os efeitos da Relatividade Especial
comecam a se tornar relevantes quando os objetos
se movem em velocidades comparéveis a da luz [1].

Contudo, para que a velocidade da luz seja cons-
tante em qualquer sistema de referéncia inercial, o
tempo e o espago ndo podem ser tomados como
grandezas absolutas. Como consequéncia disso, as
velocidades altas comparadas com a da luz no va-
cuo apresentam medidas varidveis conforme o re-
ferencial. Uma vez que ndo ha referenciais abso-
lutos cada referencial tem seus valores observaveis
proprios, e.g., tempo proprio, comprimento proprio,
velocidade prépria etc., relativos a cada observador
em seu referencial préprio [3].

Para estabelecer conexoes entre as coordenadas
de tempo e espaco, i.e., espaco-tempo, em diferen-
tes referenciais utilizamos as Transformagoes de Lo-
rentz, [2] dadas pelas equagoes em ([{d)):

' = y(z—wt), (1)
"=y, (2)
2 = z, (3)
t’z*y(t—i—f), (4)
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a7 e, a inversa da Transformacao de Lorentz dadas pe-
48 1las equacoes em ,

49

50 r = (@ +ot),
51 =y,
52 z = 2,
53 '
v
54 t = ’y(t/+62), (5)

55

% onde x, y, z sdo as coordenadas espaciais e t, o
57 tempo no referencial inercial de observador, via de
%8 regra vinculado ao referencial do laboratdrio e, x’,
y', 2’, t' sao as coordenadas espaco-temporal em um
outro referencial de observador em movimento rela-
50 tivo em relagao ao primeiro, em geral denominado
6o referencial da particula. O fator de Lorentz, desig-
nado por v, é dado pela Eq.@ definida como,

61 1 v
2 y=———, onde, f=-

63 \/1_52 ¢’

64 , . . .
onde v é a velocidade relativa entre os dois referen-
6!

62 ciais e ¢ é a velocidade da luz no vacuo (299 792 458

“ /s, [1).

68 A seguir apresentamos mais alguns conceitos da
60 Relatividade Especial relevantes para analisar e dis-
70 cutir o problema abordado neste estudo.

(6)

71
72
:i A. Contracgao de Lorentz

75

76 A contracio de Lorentz descreve como a dimen-
77880 de um objeto muda quando ele se move com
5 velocidades proximas a da luz no vacuo em relagao

70 & um observador e é descrita pela Eq.@:

80

o1 renfi-? (7)
82 N c?

83 , . - . .
onde L' é a dimensdo de um objeto em movimento

g5 COTIO medida por um observador num referencial
) distinto do referencial do objeto, v é a velocidade
o do objeto em relagao ao observador, L é a dimensao

do objeto quando estd em repouso no seu referencial

8, - . . )
proprio e ¢ é a velocidade da luz no vicuo [3].
89

90 A contracdo de Lorentz é uma consequéncia di-

o1 reta do primeiro postulado da Teoria da Relativi-
dade Especial. A Eq. mostra que a dimensao de
um objeto aparenta ser menor quando ele se move
a velocidades préximas a da luz em relagdo a um
observador, o que é conhecido na literatura como
efeito de contragio na diregio do movimento [2].
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B. Velocidades relativisticas

A velocidade de um mével é um observéavel men-
suravel na perspectiva de dois referenciais distintos.
Um primeiro referencial que se move ao longo de
uma Unica coordenada com velocidade constante v
em relacdo a um segundo referencial que observa o
movimento do primeiro. Cada observador em seu
respectivo referencial mede a velocidade do mével.
No primeiro referencial as componentes da veloci-
dade sdo uy, uy, e ul. No segundo referencial as
componentes da velocidade sdo uz, u, e u,. Com
estas defini¢oes e a partir das transformagoes de co-
ordenadas de Lorentz, as equagoes (4], encontra-
mos as seguintes transformagoes de velocidade de
Lorentz como medidas no primeiro referencial:

, Uy — U
Uy = —u,v

B R

C

I Uy

uy = W ) (8)
0 2

u, = Uz

L= ©)
(1)

A velocidade v é positiva se o segundo referencial
se mover na direcdo +x e negativa se, ao contrario,
se mover na diregdo —z. Como nas equagoes , se
as equagoes sao invertidas, obtemos:

ul +v
Uz = — v
Itz
u/
u = o (10)
7(1_ c? )
u/
Uz = Zuxfu (11)
7(1_ c? )

Ressaltamos que as componentes da velocidade
nas coordenadas v, z e 3, 2’ como medidas em seus
respectivos referenciais nao envolvem o valor de v
ou —v no numerador das equagoes e , pois
o movimento relativo ocorre somente ao longo da
coordenada z. Sendo assim, precisamos descontar
a contribuicdo da velocidade +v. Vale notar que
devido a simetria presente no postulado da Relati-
vidade Especial que estabelece que as leis da Fisica
sao invariantes para todos os referenciais inerciais,
ambos os referenciais sdo completamente equivalen-
tes.
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C. Massa relativistica

Assim como o comprimento e as velocidades, a
massa de um objeto também estd submetida aos
efeitos relativisticos. Quando um objeto se move
com velocidades proximas a da velocidade da luz
no vicuo a sua massa mensurada aumenta e, conse-
quentemente, sua energia também aumenta. Assim,
quanto mais a velocidade de um objeto se aproxima
da velocidade luz, mais energia serd necessario for-
necer para acelerar o objeto.

A Eq. fornece a massa m de um objeto como
medida em um referencial inercial que se move com
velocidade préxima a da luz no vacuo em relagao ao
referencial préoprio do objeto,

(12)

onde mg é a massa inercial do objeto medida por-
tanto, quando o objeto estd em repouso em seu refe-
rencial proprio, v é a velocidade do objeto em rela-
¢a0 ao observador e ¢, como esperado, € a velocidade
da luz no vécuo [3].

III. O problema em estudo

O presente estudo examina o problema represen-
tado na Figura e descrito a seguir.

vy
3]

Figura 1 — Diagrama representando o problema
descrito.

Sejam dois referenciais inerciais distintos. Um
referencial, denotado por O, com coordenadas x,
Yy, z e t e outro referencial, denotado por O’, com
coordenadas z’, 3/, 2/, t' e que se move ao longo
das coordenadas paralelas x || 2’ com velocidade
constante v em relacdo a outro referencial O.

sc£20231910-3
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A partir do referencial O’ é disparado um projé-
til de massa prépria, m, na direcdo da coordenada
1y’ até atingir um bloco fixo em relagao ao referencial
O'. Do ponto de vista de um observador em repouso
neste mesmo referencial O’, o projétil ird4 se mover
em linha reta com uma velocidade constante ugl

E razodvel supor que a profundidade que o pro-
jétil penetrard no bloco é determinada pela compo-
nente y’ da quantidade de movimento (momentum),
dado por
(13)

onde m’ é a massa prépria do projétil como medida
no referencial O'.

Porém, consideremos o mesmo evento a partir
do ponto de vista de um observador situado no re-
ferencial O que mede o referencial O’ se movendo
na dire¢do x || ' com velocidade v,. Como a pro-
fundidade alcancada pelo projétil é perpendicular
com a dire¢do do movimento relativo, os observado-
res situados em ambos os referenciais concordariam
quanto & medida da profundidade da penetracdo do
projétil no bloco e, portanto, esperariam encontrar
0 mesmo valor para a quantidade de movimento do
projétil calculado a partir de seus respectivos refe-
renciais. Entretanto, no referencial O, a quantidade
de movimento é,

Dy = MUy, (14)
onde m é a massa do projétil e u, é a velocidade do
projétil como medida no referencial O.

A partir das equagoes e e dado que u!, =
0 temos que,

(15)

e, substituindo (L5) em (14)), podemos escrever que

,02

1— =

3 (16)

_ /
Dy =M Uy

Vale ressaltar que ambos os observadores atri-
buem a mesma massa inercial, m’ = m, ao projétil
disparado por conta da profundidade que penetrou
no bloco. Da concordancia em relacdo a massa,
surge uma diferenca entre a quantidade de movi-
mento, p;/ # py, do projétil medida em cada refe-
rencial em contradicao com o esperado. Nesta in-
consisténcia é que reside o problema.

scf£20231910-4

186 I'V. Solugao

187

188 Os conceitos e equagoes da Teoria da Relativi-
189 dade Especial descritas na Se¢ao[[|aplicadas ao pro-
19 blema apresentado na Se¢ao|[[II]soluciona a aparente
191 contradigdo (veja o Apéndice para detalhes dos

célculos e andlise.). Para aplicd-las, uma andlise da
192 Fig. (1)) basta para notarmos que o movimento de O’
198 — ¢ portanto do projétil e do bloco — na direcao da
194 yelocidade v como observado no referencial O, em-
19 hora estejam submetidos & contragao de Lorentz,

esta condicao nao tem relevancia para a solugao do
106 Problema uma vez que o projétil é disparado e pene-
107 tra no bloco na diregdo da coordenada y || y'. Em-

bora o bloco e o canal perfurado nele pelo projétil
198 sofram contracdo de Lorentz na direcdo do movi-
199 mento, é o comprimento da perfuracao longitudinal
200 que € relevante para solucionar o problema e néo
201 sua dimenséo em x || 2’

202 Como h4 concordincia entre os observadores em

203 seus respectivos referenciais em relacao & massa do
20 projétil, recorremos, entdo, a Eq.(12)) conforme apli-
205 cada para o observador no referencial O’, que estd
206 om repouso em relacio ao disparo do projétil e, por-

27 tanto, ul, = 0. Assim,
208

mo
209 m/ _ —

210 \/1 u'2 \/ u;f
_ 1—
c? c?

Entretanto, para o observador no referencial O,
2 projétil estd em movimento com velocidade u, =
2. Logo, ao aplicarmos a Eq.(T2) temos

213 mo
m = =

214 2 2 2
v+ u

\/1—u2 \/1—y
c c?

Partindo de que m’ = m nota-se que, exceto
pelos termos dos radicandos, as equacoes e
sdo iguais. Por isso extraimos o radicando da

o15 B4 (18), aplicamos a Eq. e encontramos:

2

v? 1, v2 v? uy?
=S \wy/l-=2) ={1-= -~z
¢ c c c c
(19)
216 Vale ressaltar que o referencial O’ é o tnico em
217 relagdo ao qual se pode medir a massa inercial do
218 projétil. Logo, podermos assumir que my = m’ para

210 simplificar e obter:

220
221 m

mo

(18)

(20)

Y
222 v2
223

doi:10.13102/sscf.v19i0.9392

224

225
226
227
228
229

231
232
233
234

236
237
238
239
240
241

242
243
244
245
246
247

248
249
250

251
252
253
254

256
257
258


https://doi.org/10.13102/sscf.v19i0.9392

259
260
261
262
263

264

266
267
268
269
270
271
272
273
274
275
276
277
278
279
280
281
282
283
284
285
286

287

288
289
290
291

202

293
294
295
296
297
298
299
300
301
302

Sitientibus Ser. Cienc. Fis. 19, sc£20231910-5 (2023)

Deslocamento perpendicular a dire¢cio do movimento . ..

para finalmente mostrar que p, = p;.

Assim, a componente i da quantidade de movi-
mento do projétil medida por O’ e por O é a mesma,
solucionando a dificuldade da suposta inconsistén-
cia na situagao descrita.

V. Conclusoes

O exame analitico do problema do movimento
do projétil na perspectiva de observadores em refe-
renciais inerciais distintos e perpendiculares a linha
de mundo do projétil mostrou-se adequada como
uma primeira aproximacgao para o estudo de pro-
blemas mais desafiadores envolvendo, por exemplo,
linhas de mundo em referenciais que seguem dire-
¢oes arbitrarias.

A matemética empregada nos cédlculos prescin-
diu de um tratamento mais sofisticado sem entre-
tanto abrir mao do rigor e estando ao alcance de
estudantes principiantes em Fisica que desejam ini-

ciar os estudos da Teoria da Relatividade Especial ,

e avancar gradualmente para topicos mais elabora-
dos.

Em estudos futuros, pretendemos analisar pro-
blemas cuja abordagem exijam a utilizacdo de ten-
sores e assim prosseguir na investigacdo teorica
dos fendmenos que surgem quando se adotam di-
rec¢Oes arbitrarias no movimento quadridimensional
no espago-tempo, em especial em relacdo a variagao
da massa.
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A. Caélculos em detalhe

Apresentamos em detalhe neste Apéndice [A] os
calculos efetuados para o presente estudo acompa-
nhados da argumentagao fisica quando conveniente.

As componentes da velocidade u no referencial
O sao u = uz + u, e as componentes da velocidade
u' nos referencial O sdo u' = uj, + uy,.

Como a direcdo do movimento estudado se da
somente na dire¢cdo da coordenada x e do ponto de
vista do referencial O’ ndao hd movimento, entao po-
demos assumir, sem perda de generalidade, que:

ul, = 0. (A1)

doi:10.13102/sscf.v19i0.9392

306
307
308

Como para o observador no referencial O o referen-
cial O’ se afasta dele na dire¢ao x com velocidade v
podemos escrever o vinculo:

Uy = V.

(A2)
Partindo das condicbes expressas nas euqagoes

(A1) e (A2), a componente u,, do referencial O for-
nece, portanto, a seguinte expressao:

1+—

(A3)

Dada a Eq., podemos estudar o evento do
disparo do projétil na perspectiva de ambos os re-
ferenciais. A aparente contradicdo entre a perspec-
tiva dos observadores em seus respectivos referenci-
ais pode ser equacionada como segue:

o Para o observador no referencial O’, a quanti-
dade de movimento do projétil para penetrar
o bloco é py, =m’ - uy,.

e Para o observador no referencial O, temos
que a quantidade de movimento do projétil é

Dy = M - Uy.

Temos entdo que m = m', mas pj # p, em
uma aparentemente violagdo do postulado da Re-
latividade Especial que prescreve que todos os refe-
renciais inerciais sdo equivalentes ou, dito de outra
forma, as leis da Fisica s@o as mesmas em todos os
sistemas de referéncia inerciais.

Usando a Eq.(A3]), podemos reescrever a quan-
tidade de movimento observada em O como,

’U2
-
C

(A4)

pyfmu

Partindo do consenso entre os observadores de
que hé igualdade entre as massas inerciais observa-
das, m = m’, podemos escrever uma expressao para
a massa na perspectiva de cada referencial.

Referencial O’:: Usando a Eq.(Al]), temos:

’ Mo

=
C

mo mo
u12 + u/2

- ulQ-
z y
e

(A5)

m

sc£20231910-5
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Referencial O:: Usando a Eq.(A2), temos:

mo mo
m= 7 2 2
1-Z L]
c c?
mo
= s (A9
v+ u
1— Y
2

Por inspecao, notamos que as equagoes e
(A6) sdo similares a menos os termos nos radican-
dos. Portanto trabalharemos somente com estes ter-
mos. Deste modo,

2 2 12
v 1_ui
2 2 c?

I
—_
|
| S
|
| —
VR
<
o~
—_
|
| %o
N———
()

I
—
\

Retornamos a expressdo encontrada em
para o radicando das equagoes e em uma
tnica equacao em e usamos ainda o fato de
que o unico referencial no qual a massa inercial do
projétil, mg, pode ser medida é o referencial O’ e,

portanto, podemos assumir que mg = m'.

Finalmente, retomando a Eq.(A4)), substituimos

sc£20231910-6

333 a massa encontrada na Eq.(AS),

334

335
336
337

338
339
340
341
342
343

344

Dy =

2 / 2
, v m , v
mu\/l-—=—F——u/\/l-—
c 02 c
1=
c

o que permite concluir que ha coincidéncia entre as
quantidades de movimento medidas em ambos os
referenciais e a inconsisténcia inicial é apenas apa-
rente.

_ /A
= mu, =p,.

(A9)
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