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Neste trabalho investigamos a relagao entre a duplicagao do formalismo da Dinamica de Cam-
pos Térmicos (DCT) e o procedimento de purificagdo na teoria da Informagao Quéntica. Em
seguida, analisamos efeitos de temperatura no teletransporte quantico de estados bosonicos,
utilizando a DCT, e através da dlgebra de Lie su(2) termalizada realizamos o protocolo do
teletransporte. Derivamos o operador densidade associado aos estados termalizados a fim de
calcularmos a fidelidade do teletransporte e o limite de temperatura nula.
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In this work we explore the relationship between the duplication of the Thermal Field Dy-
namics (TFD) formalism and the purification procedure in Quantum Information Theory.
Then, we analyze temperature effects in the quantum teleportation of bosonic states, using
the TFD, and through the thermalized Lie algebra su(2) we perform the teleportation proto-
col. We derive the density operator associated with the thermal states in order to calculate
the teleportation fidelity and the zero temperature limit.

Key-words: Quantum Teleportation; Thermofield Dynamics; Lie Algebra su(2).

I. INTRODUCAO

onde a,b € C e |a* + |b]* = 1. Tal conjunto

Na teoria da computacao quantica, as
unidades basicas de informagao sdo os g-bits.
O estado geral de um g¢-bit é descrito pela su-
perposicao dos estados |0) e |1),

[¥) = al0) +b|1), (1)
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{]0), |1)} constitui uma base para um espaco de
Hilbert bidimensional, cuja representacao ma-
tricial consiste em,

0 ().

As operacoes sobre os ¢-bits sdo representadas
por portas légicas quanticas, que sao associadas
a matrizes unitarias, tais como as matrizes de
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Pauli,

()= (05) 2= (3%

(3)

de Hilbert é expandido pelos vetores,
{|00) , |01),[10),[11)}, (4)

cuja representagao matricial consiste em,

Para um sistema com dois ¢-bits, o espaco

J

|00) > ,]01) ,|10) ,|11)

o O O
O O = O
O = O O
= o O O

Podemos notar a existéncia de estados, per-
tencentes ao sistema composto por dois g¢-bits, C

para os quais [1)) nao pode ser escrito como A=| ) | H @
|4)®|¥pB), em que os indices A e B reportam-
se aos subsistemas A e B, respectivamente.

Estados que possuem esta caracteristica sao
ditos emaranhados, e os estados de Bell s&o e- /' '\
xemplos paradigmaéticos: B=| ) & /

1
[@7) = —=(]00) + [11)), o _
\f FIGURA 1: Circuito quantico para geracao dos es-
I tados de Bell.
‘\I] > - 7 (‘01> + |1O>) Fonte: Os autores.
o) = *(\00> 11)),
o) =
1
™) = —(|01) —|10)). 6
‘ > V2 (101) = 10)) (6) e da porta logica CNOT,

Os estados de Bell podem ser gerados a 1000 CNOT|00) = |00)
partir da aplicacao de duas portas ldgicas, CNOT — 0100 | CNOTI|O1) = |01)
conhecidas como Hadamard (H) e Nao- 0001 | CNOT|10) = |11)
Controlado (CNOT), a partir do circuito 0010 CNOT|11) = |10),

quantico ilustrado na figura _
permite escrever os estados de Bell da forma,

CNOT H|00) = CNOT{\[(O>+|1>)\O>]

1
A representacdo matricial da porta logica - \ﬁ (100) +[11)) = ‘(I)+>v
H,
X CNOT Hy|01) = CNOT[ (0>+|1>)\1>]
pe L(11) 0 = o V2
Va\1 —1) 7 HIY = F(0) - 1), - <|01>+|10 = ¥,

Sl-

(7)
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CNOT Ha[10) = CNOT [\g(|0>—|1>)yo>]
1
= (00~ 1)) =
CNOT Ha|ll) = CNOT [\2(;0)-\1»;9]
1

= 5 (lon) —J10)) =

[27),

v,
(8)

onde o subindice A reforca que a porta légica
Hadamard s6 atua no primeiro subsistema.

Existem critérios de separabilidade, capazes
de distinguir se um estado puro bipartite, dado
por,

W)= aili) k), (9)
g,k

em que |j) e |k) correspondem a bases ortonor-
mais dos dois subsistemas A e B, é fatordvel.
Um critério bastante empregado é a decom-
posigao de Schmidt [I], que afirma que todo es-
tado puro bipartite pode ser escrito como uma
soma de termos biortogonais,

) = ZAi lia) lin) (10)

onde as bases |i4) e |ip) sdo denominadas bases
de Schmidt e o nimero de autovalores \; (co-
eficientes de Schmidt) é denominado nimero
de Schmidt. Pode-se perceber que um estado
puro é fatoravel se, e somente se, seu nimero
de Schmidt vale 1. Os subsistemas A e B nao
possuem necessariamente a mesma dimensao e
esse resultado, em principio, pode ser genera-
lizado para um niumero arbitrario de subsis-
temas [1]. Os estados emaranhados, que nao
sao fatordveis, sao fundamentais para o tele-
transporte quantico [19].

Podemos definir o teletransporte quantico
como um fenémeno onde ocorre a transferéncia
da informagao quéntica, o que possibilita a re-
construcao da informacao contida num estado,
de um sistema quantico A, para um outro sis-
tema quantico B, a partir da aniquilagao do
estado de interesse. O primeiro protocolo de
teletransporte quantico foi proposto por Ben-

net [2], em 1993, e a primeira realizacao expe-
rimental ocorreu em 1998 [3].

Nosso objetivo aqui é investigar o efeito que
a temperatura pode causar nestes estados, uti-
lizando o formalismo da dindmica de campos
térmicos. Um investigacao nesse sentido ja foi
realizada na referéncia [4) [5]; entretanto nossa
proposta é a de utilizagao de estados quanticos
mais realisticos [5], envolvendo a chamada re-
presentagao duplo-trilho [6]. Para tal intento,
necessitamos generalizar expressoes conhecidas
da dinamica de campos térmicos, em que ape-
nas um modo do campo é considerado. Em
suma, o que propomos ¢ considerar a possibi-
lidade de teletransporte de estados térmicos e
trata-los como estados puros seguindo a pres-
cricao da DCT [4, [5, [7].

Na secao realizaremos uma revisao da
dinamica de campos térmicos nos restringindo
aos aspectos fulcrais para a compreensao dos
calculos realizados, apresentando a termaliza-
¢ao do oscilador harmoénico bosonico, dos ope-
radores de criacao e aniquilacao e do opera-
dor densidade termalizado. Na secgao [II} re-
alizamos uma analogia entre a purificacao e
o formalismo DCT. Na segao [IV] utilizando
a prescricaio da DCT, analisamos os efeitos
de temperatura no protocolo do teletrans-
porte quantico de estados bosénicos envolvendo
a representacao duplo-trilho, de interesse da
Otica quantica, e a algebra de Lie termalizada
do grupo SU(2), aplicando no célculo da Fide-
lidade. Na secao[V] apresentamos as conclusoes
e perspectivas.

II. DINAMICA DE CAMPOS
TERMICOS

Nesta se¢ao, revisaremos alguns aspectos da
DCT fulcrais para o desenvolvimento deste tra-
balho. Iniciamos analisando um sistema em
equilibrio com um reservatorio térmico, em que
a média estatistica de um observavel é dado
por7

Tr(Ae=PH)
Z(p)

< A>=

(11)
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com H o Hamiltoniano do sistema, 8 = 1/kT,
sendo kj a constante de Boltzmann e T' a tem-
peratura e Z(f) a funcdo de partigdo, que é
dada por Z(8) = Tr (e_ﬁH>.
base em termos dos autoestados do Hamilto-
niano, H|n) = E,|n), a média estatistica do
observavel é,

Para uma

A motivagdo da DCT é encontrar um es-
tado, |0(5)), em que a média estatistica de um
operador qualquer seja igual a seu valor espe-
rado, ou seja,

(0(6)|A]0(B)) =< A > . (13)

Se supusermos que |[0(3)) € H, ao espago de
Hilbert do sistema, encontraremos um absurdo,

Z In)y(n|0(S Zgn 14)

onde g,(8) = (n|0(8)). Entao,

(0(B)|Al0(B)) = Zgn B)(n|Alm)gm(8),(15)

e (nlAln)
"L Zp o)

n

e comparando as equagdes ([15]) e (16]) obtemos,

e PEng,
—Z0) (17)

que é um absurdo, ji que o espaco das funcoes
nao tem como satisfazer uma relacao de orto-
gonalidade. Portanto, |0(3)) ¢ H.

9n(B)gm(B) =

Para que a Eq. seja satisfeita, uma
possibilidade é que g, () seja um vetor de um
espaco de Hilbert ’H que denotaremos por H

\/ Z(8)

ou seja, gn(B) = “==|n) € H. Desta forma,

_BEn  _BEm
5B)gn(B) = (sl
_ o as)
2(9)

e o vacuo térmico é entao denotado por,

Z\/imn E’H®’H (19)
satisfazendo a condicao de
(0(8)[0(8)) =

O sistema termalizado serd agora descrito
por 2 espacos de Hilbert, H ® H, sendo 0,0)
o estado de véacuo no espago duplicado. Uma
transformacao importante, que associa o estado
0) ® |0) a0 vacuo térmico, |0(8)), é a trans-
formacgao de Bogoliubov, definida como,

U(5)[0,0) = [0(8))- (20)

Tendo os elementos bésicos necessarios para in-
troduzir o formalismo da Dinamica de Cam-
pos Térmicos, trataremos agora dos osciladores
Harmonicos Bosonicos, dos Operadores Ter-
malizados e do Operador Densidade Termali-
zado.

normalizacao

A. Oscilador Harmoénico Bosonico
Termalizado

Consideraremos o Hamiltoniano do Os-
cilador Harmonico Bosonico Unidimensional
dado por H = wa'a, sendo a o operador de
aniquilacao, a' o operador de criacdo e w a
frequéncia natural do oscilador, onde redefini-
mos a energia de ponto zero e tomamos h =
1. Para dois modos desacoplados do oscilador
harmonico, teremos que o Hamiltoniano é,

H = wla]ial —|—w2a£a2 (21)

satisfazendo as relagdao de comutagao,

ai,al] = o, i
lai,aj] = 0 = [az,a;r] i,7 ={1,2}
[ai,a” —1 i={1,2}. (22)

Para o oscilador harmoénico com dois modos,
o espaco de Hilbert do sistema é Hi ® Hs.
Por construcao, o estado térmico |0(8) > €
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Hy @ Ho @ Hy @ Ha e 6,

B(wing + wang)

oy = 3
n1,n2=0 Z(ﬁ)
X|n1an27ﬁ1752>> (23)
1 1

Com a in-

com Z(B) = [~ o B | — B

trodugao do espaco til, surgem os operadores

de criacao e destruicao associados aos dois mo-

dos Zii, Zi;, a1 e ag; esses operadores til satis-

fazem relacoes de comutacao analogas as

e comutam com qualquer operador sem o til.
O estado térmico pode ser escrito da forma,

0(8)) = V1—eBoiy/1—eBer x

Bw Bw
(efﬁ*lai'(f{> (eiﬁlagiig)
e e X

x[0,0,0,0)
= e_iGl(B)e_iGQ(ﬁ)m,0,6,6)
sendo G;(B) = —i6;(B)(a;a; — ’d!az) um o-

perador hermitiano. Por construcao a trans-
formagao de Bogoliubov é definida por U(8) =
e~iG(B) que leva o vacuo duplicado nao térmico
no estado térmico |0(3)) com,

G(B) = —ibh(B)(@ar —alal) — i02(B) x

x (Ggag — ayal), (25)
tal que,
1
cosh0;(8) = 7% = u;(53)
Bwi
e 2
senh 6;(8) = =vi(B),

V1 — e Buwi -

sao as fungoes cosseno e seno hiperbdlicas.

B. Operadores Termalizados

Assim como estados térmicos, é importante
definir operadores termalizados. Tais ope-
radores termalizados podem ser introduzidos

como transformagoes de similaridade da trans-
formacao de Bougoliubov,

O(B) = U(B)OU(B), (26)

em que O é um operador nao-termalizado.
Sendo assim, os operadores de criagao e
aniquilagao térmicos sao:

al(B) = U(B)aU(8).

ai(B) = U(B)aiU'(B),

al(g) = U(palUT(p).
ai(p) = UB)aU'(p), (27)
Utilizando a relacio e *BAeP =
A+ (=)B,A + YSEBBA +
(;?3 [B, B, B, A]]] + ..., podemos escrever as

relagoes da forma,

(a,(8) = wi(B)a; —vi(B)al
al(8) = wi(B)a] —u(Pa;
@(8) = wi(B)a; —vi(B)al
[ 4;(B) = wi(B)a; —vi(B)ai
(4 = u(B)a;(B) + v(B)al(B)
af = u(B)al(B) + 0B . o
@ = u(B)a(B) +v(Bal(B) ’
L@l = w(B)al(8) +v(B)ai(B)
que acarreta em,
ai(8)|0(8)) = 0
1

o _ Y .
B0B) = ml@). (29

Concluiremos essa subsecao calculando o
valor médio do operador nimero de ocupacao,

< N >5 = (0(B)|N|0(8))

2
= (0(8)] Y alail0(B)),
=1

2

= (0(8)] Y (ui(B)al(B) +vi(B)ai(B)) x
=1

x (ui(B)ai(8) + vi(B)al (8))|0(8)),



M.A.S. Trindade, S. Floquet, J.D.M. Vianna

Sitientibus Série Ciéncias Fisicas 15:

(2019)

que ¢é justamente a distribuicao de Bose-
Einstein associada a cada modo do oscilador

harmonico bosonico, que também representare-
mos por n; = — .
por ni(f) = —go—

C. Operador Densidade Termalizado

Nesta subsecao vamos analisar a relagao en-
tre o vacuo térmico e o operador densidade, in-
troduzindo o conceito de operador densidade
termalizado associado a um estado térmico
|¥(B)). Partindo da defini¢ao de vécuo térmico

ef@ . e —BH
; W\n, ny = Z |n, )
= VB In.), (31)

0(8)) =

onde p = e_BH/Z(B), a média térmica de um
observavel O assume a forma

OBI01(3) = 3~ (n. 71l V5O plm. 1)
= S VB0Vl = Tr(p0). (32)

Considerando um estado térmico qual-

J

quer [(B) = fa(B),al(B)0(B) =
f(a,a'; 3)|0(B)), a média de um observével so-
bre esse estado térmico é dada simultanea-
mente pelo valor esperado, assim como pelo
trago do operador densidade térmico, isto é,

(w(B)l01¥(B))

T(Pm/( 0)

= (0(B)|/ Ta ,a%; 8)0f(a,a'; 8)0(8))
= Tr(fT(a,a’;3)0f(a,al; B)p)

= Tr(Of(a,a"; B)pf'(a,a"; B)),

Il
3

ou seja,

fla,a";B)pfi(a,a’;B),  (33)

que ¢é denominado de operador densidade
térmico, associado ao estado |¥(/3)).

P1e(8)) =

Finalizamos essa secao apresentando o o-
perador densidade do Oscilador Harmonico
Bosonico, em termos do niimero de ocupacao,
que serd utilizado ao longo do trabalho. A par-
tir da definicao do operador densidade:

alcancamos o resultado a seguir,

o0
exp (—Bwlaial - ﬁwga;@) = Z exp (—Bwlaial - ﬁwga;ag) |n1n2) (ninal,

ni,n2=0

oo
= ) |1+ (—ﬁwmial - 6w2a§a2> +
ni,n2=0

o)

2
(—Bwlaial - szag(m)

5 + ... ]nﬁm)(mngl s

= Y Ulmmadmns| + (—Bwialar — fwsalas ) Ining) (nams|

ni,n2=0

1 2
5 (—5001&1@1 - ﬁwzagaz) |ning)(ning| + ... ,

o0

= Z 1 ’TL1TL2><TL1TLQ’ -+ (—Bwlnl — ﬂu.JQTLQ) |n1n2><n1n2|

n1,n2=0

1
+§ (—50)1&1@1

— ngagaQ) (—Bwiny — Pwang) [ning)(ning| + ... ,
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e efetuando as simplificagoes obtemos,

[e.o]

>

n1,n2=0

[e.e]

2
1 + (—,6&)177,1 — ﬁwgng) + (—BUJ1n1 _ BWQTLQ)

5 + ...| |ning)(ning|,

= Z exp (—fwini) exp (—Lwanz) [nine)(ninsl,

n1,n2=0

n1,n2=0

onde utilizamos a relacdo de completeza e a
representagao pelo nimero de ocupacao para

J

[e.9]

(

dois modos, definido na subsecao [[TB]
A fungao de partigao Z(3) é dada por,

Tr Z exp (—fwiny) exp (—Pwang) [n1ng) (nins|

n1,mn2=0

o0

=2

! A
ni,n2,n,ne=0

exp (—fwini) exp (—Pwang) =

1 1
1—eBwr] — e Buw

:L+;wﬂ4L+;wﬂ4’ (34)

o que resulta no operador densidade do Oscilador Harmoénico Bosonico com dois modos:

1,n2=0

I1I. PURIFICAQAQ E DINAMICA DE
CAMPOS TERMICOS

O procedimento de purificacao corresponde
a uma técnica operacional, intimamente ligada
a decomposicao de Schmidt, que possibilita,
tal qual na dindmica de campos térmicos,
relacionar estados puros com estados mis-
tos. Temos como objetivo exibir uma certa
“equivaléncia ” entre estes dois procedimen-
tos. Apresentaremos processo de purificagao
tal como o descrito na referéncia [6]. Considere

L& (me) Y md) N
= T D, o \Tomn) (Tomy) el @

1+m3(p

(

entao a seguinte decomposicao ortonormal de
um estado misto p*:

pt =D milit) (i (36)

Podemos introduzir um sistema ficticio F,
que possui 0 mesmo espaco de estados que A,
com uma base ortonormal ‘zF > Entao, um es-
tado puro para o sistema AF' é dado por,

|AF) = Z\/ﬁ‘iA> i) (37)
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com o respectivo dual,

(AF| = Z\/;FJ GG (38)

Calculando o operador densidade reduzido
do sistema A, partindo de |AF'), temos:

Trr (JAF) (AF])

= T VB ) ) 6] )
= SV ) G 1) )
1]

= 2 vrn )
= szll

ou seja, o operador densidade reduzido do sis-
tema A, partindo de |AF),coincide com p4.
Portanto, o estado puro é um estado cuja base
de Schmidt corresponde a base formada a par-
tir dos estados ortonormais do sistema A.

) (57 8

Na dindmica de campos térmicos, por sua
vez, um estado puro associado a uma mistura
estatistica é construido a partir da igualdade,

(WA (B) = Tripwey0).  (39)

Podemos verificar se o estado purificado |AF),
definido anteriormente também satisfaz esta
igualdade. De fato,

(AF| O |AF)

= 3 vpm 714 0 o 1114 )
_ ZW P (0]

= sz (it o it)

= sz (n] O i) (] )

= St (0% (1))
= Tr (sz !iA> <iA| O) =1Tr (pAO) )

onde utilizamos a novamente a relacao de com-

pleteza.

Por conseguinte, a “equivaléncia” estd veri-
ficada. Essa é uma construcao alternativa de
um estado puro correspondente a uma certa
matriz densidade que reproduz os mesmos valo-
res esperados para os observaveis quanticos. A
guisa de exemplo, considere a seguinte mistura
estatistica,

Pin(B —k”HZanJrT In+7ry(n+r|.
(40)
_ _ )
emquek—mekl— 1—|—ﬁ(/8)

Temos que o estado térmico |n(B)), rela-
cionado a este estado misto, é dado por,

n(8)) = f(a,a’, 8)[0(8)). (41)

Portanto pj,(g), pode ser escrito como:

i) = g @R H b
(42)
e consequentemente,
1
Vllu(B)]"

de modo que o estado térmico relacionado a
Pin(g)) € dado por,

fla,a', ) = (ah)",  (43)

In(B)) =

= é(ﬂ" Ooefﬁw/zrr .
W[U(ﬁ)]"( : <§ | 7~>>

(44)

Por outro lado, utilizando a decomposicao
de Schmidt, temos:

) = 3 i)

In+r,n+r).

(45)

Nitidamente as expressoes e (45) sao
distintas. Malgrado este fato, produzem os
mesmos valores médios para os observaveis.
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Vale destacar que a dinamica de campos
térmicos é um formalismo geral de grande apli-
cabilidade enquanto que a purificacao é apenas
um procedimento operacional simples e de am-
plo interesse para a computagao quantica e in-
formacao quantica. Nosso objetivo nessa secao
foi apenas aludir a similitude entre ambas cons-
trucoes.

IV. TELETRANSPORTE QUANTICO
DE ESTADOS TERMICOS

Consideremos entao um protocolo de tele-
transporte quantico térmico em que o estado a
ser teletransportado estd a uma temperatura
nula e o canal quantico compartilhado entre
a emissora, Maria, e o receptor, Jodo, estd a
temperatura finita. Deseja-se teletransportar o
estado,

W), =z[0), +yll), (46)

J

onde o subindice L denota g¢-bits abstratos, sem
uma representacao fisica particular.

Considere que Joao e Maria compartilhem
um estado térmico emaranhado do tipo Bell:

\2(|0(5)0(5)>L +[1(8)1(B))1),
(47)

por conseguinte, o estado do sistema total cor-
responde ao produto tensorial do estado a ser
teletransportado, dado pela Eq. , e 0 es-
tado de Bell térmico compartilhado,

‘F+(6)>L =

|\IIS>L = |\I’>L®{F+(5)>L
= [z]0), +y[1) ] ® —=([0(8)0(8))
+1(8)1(8)))L- (48)

-

Podemos reescrever o estado |U,); seguindo
a prescrigao [§], explicitando os estados de Bell
térmicos,

Ws)p = \}i {2]0) [0(3)0(B)) 1 + 20}, [L(B)L(B)), +y 1) [0(B)0(B)) 1, +y 1) [L(B)L(B)) L}

= {190, + 576, ] (B,

+y H‘Iﬂ_(ﬁ»L - ’\P_(B»L] |O(/8)
D)

+a [|[Ut(B), + ¥ (B
+y[|@T(B), — |27(8)),] 11(8)) .}

)] 11(B),,

1
= 5 {1278, @0(8)) L +y[1(8)) 1) +[@7(B)), (= [0(8)) L =y [1(B)) 1)
+H[UT(B)) (W [08)), +a[L(B)) ) + [C7(8)), (=¥ 10(8)) + = [1(B)))} - (49)
[
onde onde a termalizagao s6 ocorre no 2° modo. No
‘ limite para T' tendendo zero recuperamos o es-
dT(B)), = —(\OO( N +111(8)) L), tado de Bell nao termalizado.
f
_ Como mostrado na Eq. temos qua-
‘CI) (ﬁ)>L - 7(‘00( N = 11B)L), tro possibilidades de resultados para o ¢-bit de
‘\I/+(,8)> (101(8)), + [10(8)),) Joao, condicionados ao resultados das medicoes
L — 7 L) de Maria, ou seja,
v(8)), = ﬁ(ml(ﬁ))L —[10(8)) 1), [©7(8)), — «10(8)), +y[1(8))y,
(50) :I‘ (/6)>La

correspondem a estados térmicos do tipo Bell,

(TF(8)), = y[0(B)), +=[1(B)),
= X |[¥(8)), (51)
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[27(8)), — =10(8)), —y[1(8)),
= Z|¥(B))y

[O7(8)), = —yl0(8)) + = [1(B)),
=XZ[v(B) (52)

Ao realizar sua medida, Maria deve comu-
nicar o seu resultado a Joao, por algum canal
classico, que de posse do resultado devera exe-
cutar uma operagao unitaria, como as descritas
na Eq. , ”recuperando ” o estado original.

Se o resultado de Maria for [®7(3)),,
nada deve ser feito ao estado de Joao;
se for |UT(B)),, a porta légica X de-
verd ser aplicada; caso o resultado seja
|®~(8));, a porta logica necessaria serd Z e
se o resultado for ¥~ (f)),, devemos aplicar
ZX, ji que ZX {—y|0(8)), +2|1(3),}
ZX [XZ|9(5)),) = [(8)) .

Encerramos estd subsecao apresentando o
Teorema da Nao-Clonagem, de capital im-
portancia para o teletransporte quéntico, pro-
posto em 1982 [9, [10] e para o qual ji ex-
iste uma série de desenvolvimentos posteriores.
[11H14]. O teorema da nao-clonagem afirma
que podemos copiar a informacao -classica
de forma exata ou aproximada, contudo a
mecanica quantica proibe a copia de estados
quanticos desconhecidos.

”

Suponhamos entao uma méaquina quantica
equipada com dois compartimentos A e B.
O compartimento A ¢é denominado com-
partimento de dados e o compartimento
B, compartimento-alvo.  Vamos considerar
também que o compartimento A esteja inicial-
mente em um estado desconhecido |¥(f)) e o
compartimento B em um estado |s(3)). Entao,
o estado inicial da méquina de clonagem é dado
por,

(Ws(B)) = [¥(B)) ®[s(B)) - (53)
Suponha que podemos implementar o pro-
cedimento de cépia através de uma operacao

unitaria, U, copiando o estado desconhecido

[ (B)),

[T(B) ®[s(6)) — U(¥(B)) @1s(8)))
(W (B)) @ [¥(B)) - (54)
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Se realizarmos cépias de dois estados,

(W (B)) e [(B)):

U(w(B)) ®s(8)))
U(|e(8)) @1s(8)))

(W(5)) @ [(B)), (55)
[2(8)) @ [2(5)), (56)

o produto interno das equacoes e re-
sulta em,

(s(B)l @ (¥(B))UTU(|2(8)) @ |s(8
(@) (wE))(e8) ©|2(5)
|

)
);

(s(B)] s(8)) (L(B)| @(8)) = (L(B)| 2(8)))?,
(T(B)| 2(8)) = ((T(B)] 2(8)))*. (57)
Temos somente duas solugoes: |¥(3)) =

|®(B)) ou |[¥(B)) L |®(B)), ou os estados sao
iguais ou sao ortogonais. Consequentemente,
tal maquina de clonagem pode copiar apenas
estados ortogonais entre si.

A. Representagao Duplo-Trilho e Algebra
de Lie su(2)

Com a introdugao da temperatura, via o for-
malismo DCT, o estado térmico “recuperado”,
nas relacoes e , pode nao corresponder,
necessariamente, ao estado original devido aos
efeitos da temperatura, pois a faixa térmica em
que se encontra o estado é capaz de alterar as
suas caracteristicas. Nosso objetivo é investigar
o quao distante do estado original, o estado fi-
nal se encontra. Para isso representaremoz os
g-bits em termos de estados de Fock, usando a
representagao duplo-trilho:

|0>L — ‘01>7
1)y — [10). (58)
A representacao duplo-trilho permite a

aplicacao de portas logicas quanticas uti-
lizando deslocadores de fase, divisores de feixe
e meios Kerr nao linear, além de simplificar
a forma de correcao de erros e tolerar mais a
decoreréncia [15] [16].

Condicionado ao resultado das medicoes de
Maria, como apresentado na Eq. e ,
teremos o estado |¥(5)); teletransportado a
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Joao, que devera atuar uma das portas logicas
quanticas ja discutidas. Em consonancia com a
associacao supradita, iremos representar o es-
tado |¥(B)); na representagdo duplo-trilho e
associar as portas légicas quanticas a operado-
res de uma &lgebra de Lie su(2), atuando neste
espago. Portanto |¥) = 2|01) + y |10) e,

W(8)) = = [0(8)1(B)) +y [1(8)0(B))
- xjﬁ,o1o~o>+y(ﬁ, 1000), (59)
onde
0(8)1(8)) = |8,0100) = af(8) |8.0000)
= a}(8)0(8)0(8)),  (60)
1(8)0(8)) = |8,1000) = af (8) |8, 0000
=a{(®)0(B)0(B).  (61)

Rememoremos que as matrizes de Pauli
X,Y e Z geram o grupo SU(2), assim como
os operadores S, S_ e Sy que atuando no Os-
cilador Harmonico com dois modos [6, [7],

Sy = aiag
S_ = a;al (62)
So = aJ{al —a;az

{ X & S_|_ + S_
Y & —i(Sy —5-) (63)
Z S().

Aplicando a transformacao de Bougoliubov na
Eq. obtemos os operadores: termalizados,

S+(8) = aj(B)az(B) S-(B) = aj(B)ar(B),
So(8) = al(B)ai(B) - aj(Baz(B),  (64)
que atende a algebra de Lie do grupo SU(2),
[S+(8), S-(B)] = So(B)
[So(B), S+(B)] = £5+(B), (65)

com,

S+ (B) In1(B),n2(B))
= Via(m 1) |(n1 + 1D(B), (n2 + 1)(B))

(66)
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S_(8) [n1(B), n2(B))

= vVni(nz + 1) [(n1 — 1)(8), (n2 +1)(B)) ,
(67)

So(B) [n1(8),n2(8))

= (n1 —n2) [n1(B),n2(B)) -

Como X = al(B)as(8) + al(B)ai(8) e Z =

ai(ﬁ)al(ﬁ) — ag(ﬁ)ag(ﬁ), as portas ldgicas
quanticas, necessarias para a recuperagao do
estado teletransportado, podem ser obtidas
por:

X0(8)), > [S+(8) + S-1(8) [0(8)1(8))

(68)

Z[1(B)), < Sol0(B)1L(B)) = = |0(B)L(B)) ,

XZ10(B)) > [S+(B) + 5-]50 [1(B)0(B))
=0(8)1(B)) ,

XZUPB)), < [5+(B) + 5150 [0(8)1(8))
= —[1(8)0(8)) , (69)

devido a representagao duplo-trilho.

B. Fidelidade

Com o intuito de investigar o quao dis-
tante o estado original encontra-se do estado
final termalizado, iremos calcular a Fidelidade
Quantica, que é uma medida de distancia en-
tre estados do espacgo de Hilbert, definida por
F = /(¥|p|¥), onde |¥) é um puro e p um
estado arbitrario [6].

Como estamos interessados em analisar
quanto o estado inicial se distancia de si
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mesmo, devido aos efeitos térmicos, iremos cal-
cular a Fidelidade entre o estado |¥) e a sua
versao termalizada pjy(g)), ou seja,

F o=\ /(Y]prwayl¥),

tentando aferir como a preservacao da in-
formacao quéntica se da com a variacao da
temperatura. A fidelidade varia entre 0 e 1,
onde valores préximos de 1 representam esta-
dos préximo entre si e valores préximos de 0
representam estados cada vez mais diferentes e
distinguiveis.

Vamos agora calcular o operador densidade
termalizado pjy(g)), € para isso utilizaremos a
relagao a fim de reescrever o estado |¥(5)),

(70)

T

(52 10(8)08))

Y ol
+U1(5) 1 |0(/8)O(/8)> .

W(B) =

(71)

J

1 1 S )
PRE) = T+ 77(8) T + m2(B) 2 (1+n1(

com respectivo dual,

¥y
ur(B)

Utilizando a Eq. , o operador P1u(B)) ¢,

+{0(8)0(8)] a1 (72)

p = ’|2ana2+Lana2
[¥(8)) 2(8) 2 ur (B)uz(B) !

ly|” doa
u(5) "
(73)

y'o g
B 2 T

com p sendo o operador densidade do oscilador
harmonico bosonico com dois modos, dado pela
Eq. (35). Fazendo uso dos operadores de
criagdo e aniquilagao temos,

5) (mm)

ni,n2=0
2 *
X {uéx(‘ﬁ) (ng + 1) |n1(ng + 1)) (n1(ng + 1)| + W\/(m T 1)(n2 + 1) |(n1 + 1)na) (n1(na + 1)
+m\/(n1 +1)(n2 + 1) [n1(n2 + 1)) ((n1 + 1)ne| +u’%y(‘5) (n1+1)[(n1 + )ng) {((ng + 1)n2|} )

Uma vez que,

(Uln1(ng + 1)) (n1(nz + D¥) = [2]* Gay00n5.0,

<\I/\(n1 + 1)n2><n1(n2 + 1)’\I’> = :cy* 5711,0 (5,127(),
(¥Ini(n2 + 1)) ((n1 + D)na|¥) = 2™y Ony,0 Ona,0s

(U|(n1 + Ing){(n1 + Dna|¥) = [y]* 0ny0 o

(75)

onde 0; ; ¢ a delta de Kronecker. A Fidelidade,

12

tendo em conta a Eq. , resulta,

1 1
"= \/1+n1(5)1+nz(6) "
4 1172

'
- [ugm) w(Buz(B) " W3(5)

(76)

Vale ressaltar que quando 7' — 0 na Eq.
(76), a fidelidade vale 1, ou seja, a tempera-
tura nula o estado é teletransportado com fi-
delidade maxima, preservando as suas carac-
teristicas. Para o caso em que a frequéncia dos
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dois osciladores sao iguais, isto é, w1 = wa, a
fidelidade resume-se a,
2 2)2
(1212 + [yl?)

1
F"¢a+nw»2 2(5)

= (1 —e by, (77)

lembrando que o estado é normalizado, ou seja,
a2 + Jyl? = 1.

Na figura [2] ilustramos a fidelidade obtida
na Eq. , para frequéncias na ordem de
MHz e GHz [I7, 18]. Na figura [2}(a) uti-
lizamos uma frequéncia de w = 2 M Hz, ob-
tendo uma temperatura da ordem de milikelvin
e na figura P}(b) utilizamos uma frequéncia de
w = 27 GHz, obtendo uma temperatura da
ordem de decikelvin. O comportamento da fi-
delidade mostra como os efeitos térmicos sao
capazes de alterar as caracteristica do estado
original, de forma que a fidelidade diminui com
o aumento da temperatura. Preservar a fide-
lidade de um estado quéantico é uma condicao
essencial para que ocorra, de forma eficiente, o
teletransporte quantico.

V. CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

O teletransporte quantico é um dos proces-
sos mais instigantes no campo da computacao
quantica pois permite a transmissao da in-
formagao sem o transporte de matéria ou e-
nergia. Sistemas realisticos envolvem o efeito
da temperatura de modo que se faz necessario
a andlise dos protocolos a temperatura finita.
Analisamos a similitude entre o procedimento
de purificacao e a duplicagdo na dinamica de
campos térmicos, ressaltando o cardter geral
da teoria supradita. Analisamos também o
teletransporte quantico de estados térmicos
bosonicos utilizando o formalismo da dinamica
de campos térmicos. Em particular utilizamos
a representacao duplo-trilho como codificacao
para os g¢-bits 16gicos. A dlgebra de Lie térmica
su(2) foi fundamental para a finalizagdo do pro-
tocolo.

Seguidamente, investigamos a fidelidade do

teletransporte, verificando que a fidelidade
tende a 1 quando a temperatura tende a zero,
o que corresponde ao efeito presumivelmente
esperado. Além disso, calculamos a fidelidade
para frequéncias na ordem de MHz e GHz, a-
presentando os resultados. Como perspectivas
pretendemos investigar os efeitos térmicos so-
bre o teletransporte com sistemas fermionicos
bem como avangar na compreensao da andlise
de temperatura sobre a computagao quantica
via dinamica de campos térmicos.

1.0

Fidelidade
1

~—_
- \\\
o |
i T T T T T T
0e+00  2e-04  4e-04  6e-04  8e-04  1e-03
Temperatura (K)
(a) Para frequéncia w = 2m M Hz
o | —
© | \
(0] N
g S ™~
E \\
[ 7 \‘
—
o |
i T T T T T T
0.0 0.1 0.2 03 0.4 05

Temperatura (K)

FIGURA 2: Fidelidade do estado térmico teletrans-
portado.

(b) Para frequéncia w = 2mr GHz

Fonte: Os autores.
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