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Neste trabalho, utilizando a aproximagao de banda parabdlica, obtemos expressoes analiticas para
as partes real e imaginaria da fungédo dielétrica longitudinal de um plasma em estado sélido no limite
de altas temperaturas, onde podemos substituir a fungdo de Fermi-Dirac por uma distribuigdo do
tipo Maxwell-Boltzmann. Em seguida, analisamos seus casos particulares, casos estatico e de altas
freqliéncias, e recuperamos expressoes conhecidas na literatura.
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In this work we obtain analytical expression for real e imaginary parts for dielectric function for the
solid state plasma in the limit case at high temperature, where we can substitute the Fermi-Dirac
function by the Maxwell-Boltzmann one. By using the parabolic band approximation and we obtain
a general expression that, in our approach, is valid for all values for wavevector (). We analysis the

longitudinal dielectric function in two important cases: static and high frequencies.

Key-words: Dielectric function, Screening, Plasma oscillation.

I. INTRODUCAO

Um plasma é um conjunto neutro de particulas car-
regadas que interagem entre si via forgcas coulombianas e
que exibe um comportamento coletivo’. Por analogia foi
cunhada a expressdo Plasma em Estado Sdlido [1] para
designar qualquer conjunto de portadores de cargas inti-
nerantes em um soélido, cuja carga elétrica é neutralizada
por uma distribui¢ao uniforme de carga positiva. Tais plas-
mas sao encontrados em metais, semimetais e semicondu-
tores. Este ultimo caso, que denominaremos Plasma em
Semicondutores, tem-se tornado uma importante area da
fisica da matéria condensada [1], j& que estes sistemas per-
mitem o acesso a um amplo espectro de parametros ex-
perimentais tais como: freqiiéncia de plasma, freqiiéncia
ciclotronica, energia de Fermi, energia do gap, entre ou-
tros, como também permitem o controle da concentracao
de portadores através da dopagem por impurezas ou por fo-
toinjegao por laser. No primeiro caso, para um semicondu-
tor tipo n(p), os portadores sdo apenas elétrons (buracos).
Logo, dizemos que trata-se de um plasma simples ou plasma
de componente unica. No segundo caso temos a presenca
de ambos os tipos de portadores: elétrons e buracos; as-
sim, falamos em plasma multicomponente ou, mais precisa-
mente, plasma duplo fotoinjetado. Este se forma quando hé
transigoes eletronicas provocadas por radiagao laser, por e-
xemplo, da banda de valéncia para a banda de condugao, e
resulta numa distribuicao de elétrons na banda de conducao
e buracos na banda de valéncia, altamente excitados. As
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1 Para definir o plasma mais precisamente é necessario introduzir
alguns conceitos que descrevam o comportamento caracteristico do
mesmo como, por exemplo, comprimento de blindagem, freqiiéncia
de plasma, etc; ja que um conjunto de particulas carregadas, eletri-
camente neutro, nem sempre constitui um plasma.
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particulas fotoinjetadas (portadores) relaxam sua energia
em excesso através do processo de recombinacao radiativa,
que consiste na recombinagao entre um elétron e um buraco
com emissao de radiacao eletromagnética; e a dissipagao
se d4, principalmente, por intermédio da interagao com os
modos normais de vibragao da rede (interacdo portador-
fonon). O plasma duplo fotoinjetado em semicondutores
é, assim, um sistema fortemente afastado do equilibrio,
que tem merecido grande atencao devido, por um lado, ao
grande interesse cientifico intrinseco e, por outro, pelo in-
teresse tecnoldgico/industrial/comercial. Plasma em semi-
condutores fotoinjetado altamente excitado é tratado em
[2]. Neste trabalho estamos interessados em um plasma
simples (semicondutor dopado tipo n, por exemplo).

O espalhamento inelastico da luz tem sido lagarmente
utilizado na investigacao das excitagbes elementares de
plasma em semicondutores, particularmente apds a in-
vengao do laser (década de 1960).

A resposta de um plasma simples a um estimulo externo
(um campo eletromagnético, por exemplo) é descrita pela
funcao dielétrica longitudinal, e((j, w) dependente do vetor
de onda Q e da freqiiéncia w, onde Cj e w (em unidades
de h) representam, respectivamente, a transferéncia de mo-
mentum e de energia no evento. E como veremos no artigo
seguinte (referido como II), a fungao dielétrica estd intima-
mente relacionada com a se¢ao de choque de espalhamento.
Neste artigo calcularemos a fungao dielétrica do sistema e
obteremos expressoes relativamente gerais cujos casos par-
ticulares recuperam expressoes conhecidas na literatura.

II. FUNCAO DIELETRICA: FORMULA DE

LINDHART E CASO GERAL

No estudo de propriedades 6pticas de materiais semicon-
dutores, a funcdo dielétrica é uma grandeza fisica funda-
mental a ser conhecida ji que quantidades fisicas deter-
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minadas experimentalmente, tais como coeficiente de ab-
sorgao, a refletividade, o espectro Raman, etc, podem ser
calculadas a partir do conhecimento da funcao dielétrica,
bem como fornece informagoes a respeito das excitagoes
elementares do sistema (de quasi-particulas individuais e
oscilagoes coletivas) [3].

Queremos calcular a funcao dielétrica longitudinal,
e(@,w). Em geral, e(é,w) é uma funcao complexa dada
pela expressio de Lindhart [3, 4]

—

€(Q,w) = €xo
-V(Q) lim

5—0 =

onde €, é a constante dielétrica éptica, f (E) é a funcao dis-
tribuicdo de Fermi-Dirac, V(Q) = 4mwe?/(VQ?) é a trans-
formada de Fourier do potencial coulombiano, e a carga
eletronica e V o volume da amostra; E(k) ¢ a relacio de
dispersao da banda, h é a constante de Planck e kEéo
vetor de onda do elétron. Finalmente, s é uma grandeza
infinitesimal positiva que garante a continuacao analitica
da funcao. Nos nossos célculos consideraremos uma banda
parabdlica, i.e., E(k) = h?k%/(2m*), onde m* é a massa
efetiva do elétron. Denominaremos as partes real e ima-
ginaria da fungao dielétrica por 61(6, w)e eg(Q, w), respec-
tivamente, de maneira que €(Q,w) = €,(Q,w) + 162(Q, w).
Transformando a soma em (1) em uma integral pela con-

hecida regra
/ >k,

onde o fator 2 no numerador é devido & degenerescéncia em
spin do elétron e V é o volume do sistema, e utilizando a
relacao

2V
(2m)?

> - (2)
P

(3)

1
=vp< F imd(X),

1
lim
s—0 X s
onde v.p. indica o valor principal de uma integral na qual
esta relagdo é usada e 6(X) é a funcao delta de Dirac;
obtemos as partes real, €1(Q,w), e imagindria, e2(Q,w),
da funcao dielétrica

61(@,&2) €oo — VZ;EgQ) F(Q,w)a (4)
onde
= —w 3 f(_“‘ré)_f(];)
F(Qw) = p/dk mE+Qy4aa—mj ®
@) = -T2 [ 16+ - 1®) =

(6)

A parte imagindria da funcao dielétrica estd relacionada
com o coeficiente de absor¢ao do plasma em semicondutor
[5]. A presenca da funcdo delta em (6) expressa a con-
servacao de energia.
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Podemos reescrever a Eq. (5) como?

L f(k)
F(Q,w)—/d K [M_[E(IZJFQ)—E(E)]
_/fkl fE+Q) (7)
hw — [E(k + Q) — E(k)]

Fazendo a substituicao de variavel k+ Cj =k mno segundo
termo do lado direito da equagao acima, e utilizando que
k¢ indice mudo obtemos alternativamente que

ﬂ@@:/ﬁw®x
X[ w@—@—<y+w@+@—EQ]q]
(o — (B(F + @) — E(R))[hw ~ (B(F) - B(k - Q))

Utilizando coordenadas esféricas (k,0,¢) e a aproximacao
de banda parabdlica, a equacao acima fica

/f k)k2dk x
du
(h2w2

2m3wk
QU

onde u = cosf e 6 é o angulo entre ke Q A parte angular

da (9) pode ser calculada utilizando o seguinte resultado®

/ 0 2ax + b — Vb2 — 4ac
2az + b+ Vb2 — dac|’
e a Eq. (9) torna-se

27rh2

F(Qw)

&ﬂﬂ

Bhy 2

m*

dx B 1
ar2 +br+c /B2

— 4ac

(10)

_ 2mm” k+q(Q,w )‘
)k
FlQ.«) h2Q / U [ ‘ k—q(Q,w)
k+Q2(Q7 )
HDMWH " "
onde ¢ e g2 sao fungoes de ) e w e valem
0Qu) =5 -T @@ =5+52 1)

Vejamos agora o calculo da parte imaginaria: Podemos re-
escrever a (6) como

2 Nas equacdes que se seguem para F(Q,w) omitiremos o simbolo
v.p., ficando este implicito.

3 Em nosso caso Vb2 — dac =

th>0
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L s =
Novamente, fazendo a mudanca de variavel k + QQ = k no
segundo termo do lado direito da equagao acima ficamos
com a expressao

e(Gw) = Q)

472

(14)

e, mais uma vez, utilizando coordenadas esféricas e a apro-
ximagao de banda parabdlica encontramos para €2(Q, w)

L;(TQ) /0 h f(k)K*dk x

! h2kQ
x/_ldu {6<2m* u+eQ—hw>
2
—0 <h kQqueQJrhwﬂ,

2m*
onde, como j& definido, u = cosf e eg = h2Q?/(2m*).
Integrando a parte angular de (15) encontramos

EQ(Q’W) -

(15)

(@) =25 [ b 0L Q) - Lk Q) (1)
onde
e ke la@e)
hi Q)= { 0 k<@ 7
_ T;a k> ‘Q2(Q7w)|
I(k, Q) = { hg’ k< g2(Q, )| (18)

onde ¢ e g2 sdo definidos pela equagao (12).

Para calcularmos a funcio dielétrica devemos substituir
a fungao distribuicao f(k) em (11) e (16) e calcular as inte-
grais resultantes. Normalmente é encontrado nos livros tex-
tos o calculo para sistemas degenerados, i.e., para tempera-
turas tais que T' < T, onde TF é a temperatura de Fermi
(ver, por exemplo, [6]). Nestas situagoes a distribuicao de
Fermi-Dirac é aproximada por uma fungao degrau no nivel
de Fermi; ou entao é admitido de inicio pequenos valores de
vetor de onda C_j de maneira que as seguintes aproximagoes
possam ser usadas

FE+Q) — f(k)~ @ Vif(k)

E(k+G) - E(k) ~ Q- V,E() (20)

Contudo, no limite de altas temperaturas (T" > TFr),
quando a fungao de Fermi-Dirac pode ser aproximada por
uma distribuicao do tipo Maxwell-Boltzmann, o célculo das
integrais é muito mais complicado, particularmente o da
Eq. (11) que resulta em fungoes transcendentais. Nao obs-
tante, na préxima segdo obteremos expressoes analiticas
para as partes real e imaginaria da funcao dielétrica que
(dentro da aproximagéo de banda parabdlica) é vélida para
qualquer valor de Q. Todavia, devemos lembrar que a
aproximagao de banda parabdlica é inadequada para va-
lores de @ distante do centro da zona de Brillouin mas,
para experimentos épticos, por exemplo, onde os valores
envolvidos de @ sdo pequenos em comparagao com o raio
da zona de Brillouin, os nossos resultados sao totalmente
adequados.

(19)
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III. CALCULO DA FUNCAO DIELETRICA NO

LIMITE DE ALTAS TEMPERATURAS

Como j4 dito, no limite de altas temperaturas (T > TF),
que é um caso adequado no estudo de semicondutores
a temperatura ambiente, a funcao distribuicao de Fermi-
Dirac pode ser aproximada por uma distribuicao do tipo

nh?

Maxwell-Boltzmann
213\ %2 Bh2k?
— 21
2 (m*) exp 2m* (21)

onde n é a concentracao de portadores e, como usual,
6 = 1/(kgT) onde kg é a constante de Boltzmann e T
é a temperatura do sistema.
Substituindo (21) em (11) temos:
whn

3/2
) %
dk k —&2)?

X/o exp(—€7k7) x

« |:1n k+ql(Q7w)

k — q1 (Q7 W)
onde fizemos &2 = Bh?/(2m*).
duas integrais do tipo

f(E(k)) =

273

FQw) = - (

k + QQ(Q7(“))
k— qQ(Qaw)

‘-i—ln‘

|\

(22)

Na equagao acima temos

A= / zexp(—&%z?) In ’M’ dx (23)
0 r—4q
onde g pode ser g1 ou gs.
Integrando (23) por partes obtemos
1 [ exp(—yz) 1
A=— ——drx = =1 24
g | Phla-giw. @

onde y = (£q)2. Mas, I(y) satisfaz & seguinte equacao dife-
rencial:

dI(y) 1 ™
I(y) = = - 2
i =3/(7) (25)
cuja solugao é:
y _
I(y) = ﬁ/ exp(~y) exp(z) ;. (26)
2 Jo Vi
que pode ser reescrita como
vy 2
1) = Vrexp(-y) [ expla?)is
0
o [ 2
— Vrepl-(af] | expla?)de. (1)
0
Assim podemos escrever (23) como,
™
A=) (29)
onde D(y) é a chamada integral de Dawson [7]
Yy
D) = expl(~17) [ expla?)d (29)
0
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A Figura 1 mostra o grafico de D(y) e seus casos limites
paray < ley> 1.
Portanto, (22) pode ser escrita como

5/2. 3¢ % 2\1/2
FQuw) = ~2 T ) + D)), (30
onde
B Bh? /2 Q m'w
1(Q,w) = (2m*) [2+ hQ },
BR2N\ATQ  mrw
yz(Q,w):(Qm*) [2— hQ] (31)

Substituindo (30) em (4) obtemos para a parte real

N\ 1/2 1.2
Q) = e |1+ () ’;g;w(yl)w(yz)]],
(32)
onde
2 4me’n
DH = 1T (33)

é o vetor de onda de Debye-Hiickel.
Da mesma forma, substituindo (21) em (16) encontramos

para a parte imaginaria
[exp(—y3) — exp(—y1)] -

1/2 k%H
> hQ?
(34)

As equagoes (32) e (34) s@o expressoes analiticas gerais,
validas para qualquer valor de magnitude de vetor de
onda ). Além do mais as expressoes acima tém paridade
definida: a parte real é par em w, ou seja, para @ fixo
€1(Q, —w) = €1(Q,w), enquanto que a parte imagindria é
fmpar em w, i.e., €2(Q, —w) = —e2(Q, w), 0 que confirma o
conhecido resultado da eletrodinamica dos meios materiais
[5].

Podemos ter uma visao fisica mais profunda da fungao
dielétrica analisando os casos particulares das expressoes
acima. O que faremos a seguir.

Tm*

20

€2(Q,w) = €oo (

IV. FUNCAO DIELETRICA: CASOS LIMITES

Mostraremos agora que as expressoes normalmente en-
contradas na literatura sao casos particulares do nosso re-
sultado.

A. Caso estatico; fendmeno de blindagem

Consideremos o caso limite w — 0, que determina a res-
posta do sistema a uma perturbacao estatica. Neste caso,

de (31) temos que
Y1 =Y2 = (Qm*)

e vemos de (34) que e2(Q,0) = 0, enquanto a parte real fica

V2 hQ
2 9

(35)

N\ 1/2 1.2
€1(Q,0) = € 1+2<2Tﬁ”> %D(yl)l. (36)
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Adicionalmente, se considerarmos o limite de grandes com-
primentos de onda, ou seja, @ — 0, temos que (ver
Apéndice) D(y1) =~ y1, onde y; é dado por (35). Utilizando
este resultado na equacao acima, obtemos

kbu
al

Mostraremos agora que o efeito de blindagem que surge
em um sistema de muitos corpos pode ser descrito pela
fungdo dielétrica estética €(@,0).

O potencial efetivo (blindado) que atua no plasma é

Vo(Q,0) Q> Vo(Q,0)

E(Q, 0) B Q2 + k2DH €00 ’

onde V,(Q,0) é o potencial coulombiano sem blindagem.
Consideremos uma impureza de carga q colocada no mate-
rial. Ela dé origem a um potencial da forma

€1(Q,0) = € {1 + (37)

Ver(Q,0) = (38)

4dmq
VQ?'

Obtemos entao para o potencial efetivo (blindado) que
atua no plasma

Vo(Q,0) =

(39)

V(Q,0) 4mq 1
€(Q,0)  Veoo Q2+ k2

ou, em termos de distancia, tomando a transformada de
Fourier da equagao acima

Vere(Q,0) = (40)

V(r) = L exp(~kpnr), (41)
que resulta em um potencial de curto alcance (tipo
Yukawa), conseqiiéncia dos efeitos de blindagem ou pola-
rizacao da carga eletronica. Isso explica porque a forca de
Coulomb, mesmo sendo de longo alcance, é pouco efetiva
em um gas de elétrons denso, o que justifica o modelo do
elétron independente.

B. Limite da altas freqiiéncias w > 1Q?/(2m™);
oscilacao de plasma

1. Parte real

A expansao assintdtica (y > 1) para a integral de Daw-
son é dada por [conforme Eq. (A.9)]

N R
~ 5 7o)

Utilizando a expressao acima em (32) encontramos depois
de alguns célculos

D(y) (42)

2 2
61(Q7W) = €x [1 - % (1 + ﬁfn%w2>] ) (43)
onde
%2) _ dme3n (44)

€™

é a freqiiéncia de plasma do sistema.
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A partir da Eq. (43) podemos obter a relagdo de dis-
persao. As excitagoes elementares do sistema sao as raizes
da parte real da funcio dielétrica, entdao da Eq. (43) obte-

mos

A freqiiéncia que aparece entre colchetes pode ser identifi-
cada com a freqiiéncia de plasma sem introduzir erro signi-
ficativo. Logo

ou ainda, em termos da velocidade quadratica média
3kpT

m*

3Q?

Br? (45)

wzzwf,(l—i—

3Q?

2
pm*w?

w? =W} (1 + (46)

2 __ .2
Vgm =< V7 >=

a eq.(46) resulta em

<v?>Q?
w2 ’

que ¢é a relacao de dispersao procurada.
Se fizermos @@ — 0 em (43) teremos que

w2:w§ [14—

€1 (07 w) = €x < (49)
Assim, ao contrario do caso anterior (caso estético), onde
o potencial coulombiano era blindado, agora vemos que a
funcao dielétrica acentua fortemente esta interacao préximo
a w = wp. I mais, vemos que uma flutuagao na densidade
do sistema pode ser criada mesmo na auséncia de uma per-
turbacao externa. Isto corresponde a um novo auto-estado
do sistema, que descreve uma, oscilagao coletiva chamada de
plasmon. Qual a origem fisica do plasmon? Se causamos
um distirbio na densidade de carga do sistema em um certo
instante, os elétrons se moverao a fim de blindar esta carga;
mas, provavelmente, eles passarao da posicao de equilibrio
e assim aparecerao forcas restauradoras que podem fazer
com que as oscilagoes persistam indefinidamente.

C. Parte imaginaria

hQ?

No limite que estamos considerando, w > @mey & Eq.
(31) fica
Bm*w?  Bhw Bm*w?  Bhw
P = - %= - = (50)

Y1 = 2Q2 + ) ’
Utilizando (50) em (34), obtemos
1/2

"k

EQ(Q,W) = € ( ﬁ > W X
—Bm*w?\ . Bhw
X exp <W Slnh T . (51)
Adicionalmente, se considerarmos que kgT > hw/2, obte-

mos a expressao cldssica
1/2 ;92 *, 2
k —Bm*w
—pm W > (52)

g
") e (i

2
A parte imaginaria da funcao dielétrica estd relacionada
com a dissipagao do sistema.

202 2

2mm*

€2(Qw) = €x <
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V. CONSIDERACOES FINAIS

Nosso objetivo neste trabalho foi obter expressoes
analiticas para as partes real e imagindria da funcao
dielétrica longitudinal para um plasma em estado sélido no
limite de altas temperaturas (T > Tr), situacdo em que
podemos substituir a funcdo distribuicao de Fermi-Dirac
por uma do tipo Maxwell-Boltzmann.

A partir das expressoes gerais podemos obter casos par-
ticulares que ilustram de maneira significativa aspectos
fisicos do sistema. Desse modo, vemos que as excitagoes
elementares do sistema podem ser divididas em duas partes:

1. Uma parte representando oscilagdes coletivas (os-
cilagoes de plasma) — e portanto relacionada com o
comportamento coletivo do sistema — produzida pelo
efeito de longo alcance da forca coulombiana que leva
as interacoes simultaneas entre as particulas.

2. A outra parte estd associada com o comportamento
individual das particulas, originado do movimento
aleatério das mesmas.

Apesar de nao termos feito explicitamente nenhuma
hipétese restritiva sobre os valores assumidos por @,
utilizamos nos nossos célculos a aproximacao de banda
parabdlica. Isso significa que, na pratica, devemos nos res-
tringir a valores de ) préximos ao centro da zona de Bril-
louin. Mas, como j& ressaltado, em experimentos épticos
(no visivel) essa condigdo é plenamente satisfeita, o que
torna os nossos resultados interessantes, conforme veremos
no artigo II.

APENDICE: FORMAS ASSINTOTICAS DA
INTEGRAL DE DAWSON

Para obtermos os casos particulares da parte real da
funcao dielétrica precisamos conhecer o comportamento da
integral de Dawson, D(y), nos casos em que a varidvel y
assume valores muito grandes ou muito pequenos.

Para y < 1, a Eq. (29) pode ser escrita como

3

D)~ =g [ (et do= (=) )

(A1)
Desprezando termos de ordem superior a dois obtemos

D(y) =~ y.

Assim, préximo a origem D(y) tem um comportamento li-
near (Figura 1).
Vejamos agora o comportamento assintético de D(y).
Inicialmente, consideremos a integral de probabilidade
definida para uma varidvel complexa z de acordo com [8]

O(z) = % /OZ exp(—t?)dt,

avaliada ao longo de uma trajetdria arbitraria que liga a
origem ao ponto t = z.

(A.2)

(A.3)
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E facil ver que a integral de Dawson e a integral de pro- assintética para a integral de Dawson

babilidade estao relacionadas. Escolhendo um segmento do

eixo imaginario como um caminho de integragao z = 1y e JE 1 > 1.3 (2n—1)
fazendo a substituicdo t = wu, (A.3) torna-se D(y) = Y= )+ — |1 B — .
G (A.3) () = G o=y + 5 |1+ > )" ]
ﬁ n=1
(uy) = L= exp(—y)(y) (A4) (4.8)
Comparando (29) com (A.4) podemos escrever D(y) como  Para y — oo (A.8) reescreve-se
D(y) = 22 [ exp(u)d (4.5) L[ &3 @n)
y) = — xp(u?)du. . 23 (9n —
VT Jo D(y)=— |1+ - , A9
W=g5 [+ X (A9)

mas, ®(z) tem a seguinte expansao assintGtica [8]
considerando apenas o primeiro termo na expressao acima,

1+Z(1)"1'3""'(2"1)]. R
n=1

(222)"
(A.6) D(y) = % (1 4 2,;2) . (A.10)

exp(—2?)
z

@(z)zlffiﬂ

Para z =1y (A.6) torna-se

B exp(y?) 2 1-3-...-(2n—-1)
D) =1— ey [1 +> 22y

Vemos da Figura 1 que (A.8) é uma excelente aproxima-
. (A7) ¢ao para a integral de Dawson para y > 1, 5.

n=1

Substituindo (A.7) em (A.5) obtemos a expansdo

J

VAN
0.4 5 3, _
AN
0.2 f ]
5 | o
= — /
8 _, o kﬁﬁ““\\ t."
-0.4 A ,.-j
N\
-6 -4 -2 0 2 4 6
Yy

Gréfico de D(y) [Eq. (29)] (linha continua) e seus casos limites: para y < 1 [Eq. (A.1)] (linha pontilhada), para

—1 <y <1[Eq. (A.2)] (linha tracejada) e para y > 1 [Eq. (A.9)] (linha pontilhada).
(
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