Sitientibus Série Ciéncias Fisicas 02: 25-28 (2006)

Algumas Propriedades dos Espagos L?

Some Properties of LP Spaces

N. C. Oliveira*
Departamento de Ciéncias Exatas — UEFS
Campus Universitdrio, s/n, Km 03, BR 116

Feira de Santana — BA — 44031-460

B. R. B. Saavedral
Universidade do Vale do Sdao Francisco
Rodovia Juazeiro, Sobradinho s/n

Juazeiro — BA — 48900-000

Neste trabalho demonstramos algumas propriedades dos espagos LP. As trés primeiras
servem para caracterizar casos patologicos ou muito singulares. A quarta propriedade fornece
uma caracterizacao da norma para p tendendo ao infinito.

Palavras-chave: Espagos Métricos, Espacos L”, Classes de Equivaléncia, Espacos
Topoldgicos.

In this paper we demonstrate some properties of LP spaces. The three first properties are
valid for pathologic cases or very singular cases. The fourth property supplies a characteri-
zation for the norm when p tends to infinity.
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I. INTRODUCAO A* . Observamos que se os conjuntos A # B
pertencem a A* , entdao A(B = 0. Se o
conjunto A € A, denotamos a fungio carac-
teristica de A por x4. Sejam o0s espacos

Os espagos vetoriais das funcoes f, cujas in-
normados

tegrais [y | f |P sdo mensurdveis, sdo deno-
minados espagos LP, com 1 < p < oo. Estes
espacos sao estudados em cursos de Teoria da
Medida e Anélise Funcional. Contudo, algumas / | f|P< o0 } ,
propriedades dos espacos LP sao tidas como de

dificil demonstragao. Neste trabalho procu- 1
ramos desmistificar estes conceitos, através com norma || f [l,= (fX | fIP)p. SeAcC X ¢
de demostracoes de algumas propriedades, de um subconjunto mensurédvel, define-se LP(A)

forma rigorosa, porém bastante simplificada. analogamente. Para qualquer funcao men-
suravel f : X — C, definimos os seguintes

conjuntos mensuraveis:

LP(X) = {f: X — C: fé mensurdvel e

Seja a terna (X, A,pu), onde X é um
subconjunto qualquer, A é uma o—algebra
definida sobre X e ¢ é uma medida de proba- (f] <1} = {z € X: flzx) <1},
bilidade definida sobre A (u(X) = 1). Diz-se - .
que o conjunto A € A é um dtomo se nao {If1=21} = {z € X: flz) 21}
existe B € Atalque B & A e u(B) # 0.

Denotamos a cole¢ao de todos os atomos por
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II. PROPRIEDADES DOS ESPACOS L?

Teorema 1. Se 0 < r < s
entao L*(X) C L"(X) com
[ flls, se [ € L¥(X).

< o0

£l <

Demonstracao. Se s = oo, é ébvio. No
outro caso, observamos primeiro que% + 3

1. Em segundo lugar, observamos qile sta_} €
L3(X), entdo |f|" € L+ (X). Logo, aplicando a

desigualdade de Holder, obtemos

S =i =

If1s; se fe L3 (X).

[nali

Desta desigualdade supracitada concluimos a
validade do Teorema 1 m

Teorema 2. Sejam quaisquer niumeros reais
O<r<s<oo.

1. Se (X —Ugear A) =0, entao

L"(X)=L(X)e A" éuma colegio finita;

2. Se (X —Uupear 4) >0, entao L"(X) #
L3(X).

Demonstracao. Assumamos o primeiro
caso: (X —Upear4) = 0. Se A* é uma
colegdo finita entdo podemos escrever A*
{A1, Ag,..., Ay}, Por outro lado, como as-
sumimos o primeiro caso, é suficiente anali-
sar qualquer fun¢do mensuravel sobre o sub-
conjunto | J; ; A;. Seja qualquer fun¢do men-
suravel f: X — C. Afirmamos que, para cada
A; € A*, existe uma constante real ¢; > 0 tal
que | f | (z) = ¢; para quase todo ponto = € A4;.
Caso contrario, A; nao serfa um atomo. Por-
tanto, para quase todo ponto x € X, temos

1) =Y e (o)

A partir daqui, pode-se concluir facilmente
que L"(X) = L*(X). Resta provar que se
A* nao é uma colegao finita , entdo L"(X) #
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L*(X). Para isto, é suficiente mostrar a exis-
téncia de uma fungao mensuravel f € L"(X) \
L3 (X).

Como A* é uma colecao infinita de con-
juntos, existe uma sub-colecao infinita enu-
meravel {A, : n € N} C A* Visto que
0 < pu(UnZi An) = 32051 1(An) < 1, segue-se
que o limite limy,—1oop(Ay) = 0. Logo, pode-
mos assumir

1\"

A funcéo mensuravel, f : X — R, definida
por

XAns

- 1
e e
=1 LV p(An)
satisfaz nosso requerimento, porque, primeiro,
observamos que f ¢ L*(X), pois

/Wﬂ5=1+1+~~=+w,
X

e, segundo, observamos que f € L"(X),

/X I g[umml? < i [21] < too.

De modo que podemos terminar a demonstra-
¢ao do primeiro caso.

Enquanto ao segundo caso, u(X —
Uaear4) # 0, podemos afirmar que
existe uma colecao infinita enumeravel
B={A;:ie N} CA tal que

1. w(A;) #£0, VieN,

2. AiﬁAj#@, se 1#£j.

Ora, com a colecao B, podemos definir uma
fungdo mensuravel f € L"(X) \ L*(X) como
fizemos quando A* é uma colegao infinita.

Como conferimos a validade dos dois casos,
podemos terminar a prova m

Teorema 3. Ser < s < oo e f e L'(X)N
L*(X), entdo

If =1 flls & 1F

€ constante.
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Demonstracgao. E sabido que um ele-
mento f € L"(X) é uma classe de equivaléncia.
Denota-se o numero real || f ||,=| f ||s por
k. Verifica-se, facilmente, que se f é constante
entdo || f |l»=|l f ||s- Resta verificar a outra
implicagao. Para isto, se faz necessario ana-
lisar os trés unicos casos dados a seguir. No
primeiro caso, trivial, k = 0, temos |f| = 0. No
segundo caso, s = 0o, temos:

a. |f(z)| <k = fl|loo, para quase todo ponto
reX,e

b. /X (5" — /()" )dp = 0.

Pelo item a, podemos dizer que a funcdao men-
surdvel k£ — | f|" é ndo negativa em quase todo
ponto x € X; e, pelo item b, podemos escrever
|f(x)| = k para quase todo ponto x € X, isto
é, | f| = k. No tltimo caso, kK #0 e r < s < 00,

temos:
S

C. / =1 :/
X X

Considerando este item c, obtém-se a seguinte

T

f

K

f

K

igualdade:
/frzr/fs + s_r/1.
X |k S Jx |k S X

Esta igualdade implica

LLEWE + 659 - =0,
X s/ |k s

(1)
Por outro lado, pela desigualdade de Hélder,
para todo x € X, temos

_| ]
K

O ()
G (o
z(l)]@r e )

Pelas equagoes (1) e (2), para quase todo ponto
x € X, a seguinte igualdade é correta:

Y |[f@f s=r\ _|/@]
() () 1%

K

- (3)
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Por outro lado, fazendo ‘@ o et, 0 <

£ <1 e substituindo em (3), obtemos

o =

aet + (1 — a)e = e¥ =)0 (4)
Observando a condicdo de concavidade do
grafico da Funcao Exponencial e a Eq.
(refn04), inferimos que ¢ = 0, isto é, para quase
todo ponto z € X temos |f(z)] = k. Logo,
fl=r.

Como o ultimo caso esta verificado, pode-
mos concluir a demonstragao m

Teorema 4. Seja f : X — C uma funcgado
mensuravel e p uma medida sobre X tal que
u(X) = 1. Assumamos que || f ||,< oo, para
algum r > 0. Se definimos e = 0 entdo
podemos escrever

lim || f [[,= elxool/ln
p—0

Demonstracao. Seja a fung¢ao mensuravel
g € L'(X) definida por

sy = { L T@ 1 se | 1@ > 1
1, se | f(z)|< 1.
Como | f |P< g, V0 < p < r, podermos
aplicar o teorema de Convergéncia Dominada
Lebesgue para obter

i P= [ lim | f|P=1.
M/X|f| /Xpﬁolfl

lim

()

A partir da Eq.

log(af) = 1, obtemos

(L
~|farr-n] [/Xf”](l(a)

Por outro lado, o Teorema 1 permite escrever

0 <7l

(5) e do limite conhecido

([1sr)

lim, .1

<Ifllp < I fllr <00, se p' <p<r.

Logo, podermos dizer que existe lim,_q || f||,-
Assim, para demonstrar o Teorema 4 resta
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provar que

(7)

liy | £1] = el s
p—0

log(Jx |f1P)
Como |fl,=e +

lente a provar que

o 08U 1 £17) _

p—0 p

, mostrar (6) é equiva-

/log\fdu- (8)
X

Para provar (7) dividiremos em dois casos. O
primeiro caso é log | f |¢ L'(X). Logo, como

W#EI}(X),
2

log(| ) = zzogo f15) <

temos

log(| f1) ¢ LP(I f1<1}) e
log(| f1) € LP({l f > 1}).

O que demonstra esta propriedade. m
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