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Este artigo aborda a construcao de uma &lgebra de Lie a partir do estudo da equagao
quantico relativistica de Dirac tomando a condicao de invariancia relativistica frente ao
grupo de Lorentz Homogéneo no espago de Minkowiski. Com base no estudo da teoria
dos grupos continuos, demonstramos que o estabelecimento de uma algebra de Lie é uma
condigao suficiente para determinar as representacoes irredutiveis de um grupo continuo. A
partir da exigéncia de covariancia da equacao de Dirac frente ao grupo de Lorentz Homogéneo
podemos estabelecer uma algebra para as matrizes gama induzida pela dlgebra dos geradores
do grupo de Lorentz Homogéneo.

Palavras-chaves: Algebra de Lie, Equacao de Dirac, Grupo de Lorentz Ho-
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This article does approach the construction of a Lie algebra from the study of Dirac’s rel-
ativistic quantum equation taking into account the relativistic invariance condition of the
homogeneous Lorentz group in the Minkowski space. It based on the study of the theory
of continuous groups, we demonstrate that the establishment of a Lie algebra is a suffice
condition to find the irreducible representations of a continuous group. From the require-
ment of the covariance for Dirac equation with respect to the homogeneous Lorentz group,
we determine the algebra of the gamma matrixes induced by the algebra of the generators

of homogeneous Lorentz group.
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I. INTRODUCAO

Este trabalho pretende determinar uma
algebra de Lie a partir dos geradores infinite-
simais do grupo de Lorentz Homogéneo junto
com matrizes gama que figuram na equacao
quantica relativistica de Dirac, funcionando
estas como geradores infinitesimais do grupo
continuo assim determinado. Para tanto fare-
mos algumas consideragoes sobre os grupos de
Lie e, em particular, sobre o grupo de Lorentz
Homogéneo e, em seguida, colocamos uma
breve discussao acerca das equagdes quanticas
relativisticas, incluindo a equagao de Dirac.
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Por fim passamos a determinagao da algebra
de Lie definida pelas matrizes gama e os gera-
dores infinitesimais do grupo de Lorentz Ho-
mogéneo.

Esses resultados foram conseguidos de
forma pioneira por Ettore Majorana, para
uma representacao das matrizes gama usando
as representagoes do Grupo de Lorentz Ho-
mogéneo, tendo sido um dos primeiros traba-
lhos que se valeu de uma aplicagao do Grupo
de Lorentz de Dimensao Infinita. Com isto,
E. Majorana consegue seu intento de deter-
minar um espectro de energia para particulas
livres com autovalores exclusivamente posi-
tivos, dispensando-se assim da explicacao de
Dirac do mar de particulas confinadas em es-
tados indetectaveis, o que eventualmente dava
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origem a nocao de antiparticulas. Como isto, a
equacao de Dirac pode ser escrita para valores
arbitrarios de spins inteiros e semi-inteiros.

II. GRUPOS DE LIE (QRUPO DE
LORENTZ HOMOGENEO)

Como definido em Bassalo [1], “um grupo
cujos elementos sao caracterizados por um
ntmero de parametros continuos é chamado
Grupo Continuo.” (Bassalo, pg. 1). Entre os
grupos continuos nos é interessante definir os
grupos de Lie assim:

“um grupo de r-parametros (r
finito) € dito um grupo de Lie se:

cx = ¢x (a1, a2,...,a;501,b2,...,0,),

ou ¢ = ¢(a;b) é uma fungao
analitica, isto €, pode ser de-
senvolvida em série de Taylor,
uniformemente convergente, dos
parametros a e b” ([1], pg. 74).

Para a Fisica, os grupos de simetria sao
muito importantes. Eles em geral represen-
tam a invariancia dos sistemas frente a um con-
junto de transformacoes, de um referencial i-
nercial para outro. No caso classico, sao repre-
sentadas pelo grupo de Galilei (translagoes es-
paciais e temporais, rotacoes e transformacoes
de Galileu). No caso relativistico sdo repre-
sentadas pelo grupo de Lorentz (translagdes e
rotagoes no espaco de Minkowiski). Faremos
agora um breve estudo do Grupo das trans-
formagdes de rotagdo espago-espago e espago-
tempo que constituem o Grupo de Lorentz
homogéneo, assim como da &lgebra dos gera-
dores deste. Por este meio podemos definir
que o conjunto de todas as transformacoes
de rotacao geométricas espaciais, junto com
as transformacoes de referencias inerciais no
formato proposto por Lorentz constituem o
grupo de Lorentz Homogéneo, ou o grupo das
Rotacoes Quadridimensional, tendo em vista
que as transformacoes de referencial de Lorentz
representam geometricamente rotacoes espagco-
temporais.

Considerando que R®)(0) é uma rotacio de
angulo # em torno do eixo z, definimos o ge-
rador infinitesimal das rotacoes, representado
por as, da seguinte forma:

w=() o

De forma que uma rotacgao infinitesimal pode
se escrita assim:

R3(0) =1+a30+0(0"), (2)

onde n > 2. Naturalmente para rotagoes finitas
realizamos uma sucessao de rotacgoes infinitesi-

mais dadas por “n” passos, com n — 00,

9 n

R3(f) = lim <I+a3) —e®f  (3)
n—00 n

Comegamos pelo grupo das rotagoes espaciais

cujos geradores, e suas representagoes, satis-

fazem a seguinte algebra:

[aj, ar) = —€jkmm. (4)

Sabemos que

113

os geradores infinitesimais
{X1} de qualquer Grupo de Lie,
satisfazem as relagoes:

[Xa, Xg] = C1 X

onde Cgﬂ sdo as chamadas Cons-
tantes de FEstrutura do Grupo de
Lie.” ([1], pg. 82), e “um Grupo
de Lie dotado da operacdo de co-
mutacdo entre seus geradores in-
finitesimais € chamado de Algebm
de Lie, operacgdo essa que satisfaz
as sequintes propriedades:

S
~—

Xo, Xg] = — [ X3, Xo] = C
( ) Xﬁ]—)\[Xa,Xﬂ] )\ER;

as (Xﬁ +X )] = [XochB] + [XonX'y] )
(A+iB),C] = [A,C] +i[B,C),

)

(=
~ =

[
[
[X
d) |

~—

onde A, B,C sao do tipo a,X,.”
([1], pg. 92).

Contudo, como os geradores nao comutam en-
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tre si, as defini¢bes a seguir permitem determi-
nar os comutadores dos novos elementos,

€N ==£1,
A/\ = Al + i)\AQ,
A? = % (AL A_+A_AL) + A2

Aj = iay,

assim obtemos,

[A]7 Ak’] = iﬁjk‘mATfM

[4;,4%] =0,
[A)\a A3] = _>\A>\7
[Ax, A_x] = —2)43. (5)

Desta forma, estabelecemos operadores hermi-
tianos cujos autovalores sao sempre reais, uma
condicao necessaria para corresponderem a um
observavel fisico. Também verificamos, inicial-
mente, que os operadores A2 e Az comutam,
embora nenhum dos operadores A; comutem
entre si, logo podemos estabelecer uma base
comum usando os autovetores de A% e As. Por
outro lado, tendo em conta (5),

<k7m ’A3A>\| k7m> = (m+ )‘)<k7m|A)\| k7m>

Assim, os operadores A1 e Ay podem ser subs-
tituidos por Ay e A_1, que tem 0s mesmos
autovetores que Az. Em outras palavras, os
autovetores de A% e A3 sdo suficientes para ca-
racterizar o grupo das rotacoes espaco-espagco,
o que completa o estudo dos geradores de
rotacoes espaciais.

Reunimos, entao, a estas as rotagoes espago-
temporais dadas pela transformacao de Lorentz
no Espaco de Minkowiski. Completando o
grupo de Lorentz préprio cuja algebra associ-
ada é [9]

[A]> Ak] = 2‘fjkzrrw’él’rru
[Bj, Br] = —i€jkmAm,
[Aj, Bk] = iejkmBm- (6)

Em analogia ao procedimento anterior, pode-
mos estabelecer as seguintes definigoes,

B; =ibj, €A==+l
B)\ = Bl + i/\BQ,

que nos levam, apds alguns calculos, aos resul-
tados para os comutadores abaixo,

[Bj, A%] =0, [A3, B3] = 0,
[A)\,BA] =0, [B)\,Ag] = \B,,
[Bx, B_)] = =2\ A3 [Ax, B3] = AB,,
[By,As] = —2\Bs  [By, B3] = M.

O que demonstra, com os trés primeiros comu-
tadores, que os operadores B; tém os mesmos
autovetores que os operadores A;, e que a par-
tir destes podemos determinar todas as repre-
sentacoes irredutiveis do grupo de Lorentz ho-
mogeéneo.

_ III. EQUACOES
QUANTICO-RELATIVISTICAS
(EQUACAO DE DIRAC)

Conforme encontramos ao longo dos textos
de J. Leite Lopes [7], Schweber [8], Naimark
[9], Bjorken [10], a primeira equagao proposta
por Schroedinger para uma onda de matéria
ou radiacdo escalar (a uma componente), foi
feita levando em conta a relagdo de dispersao
da energia de uma particula livre em momento
e massa da relatividade restrita,

E2 — p262 + 7n2047 (7)

embora, esta equacao leve a uma segunda
derivada temporal o que implica em valo-
res positivos e negativos para a energia.
Esta primeira equacao hoje é conhecida como
Equacao de Klein-Gordon como segue

mc

oo — () v =0, (8)

Contudo, Schroedinger percebeu que poderia
se livrar do incomodo das energias negativas
construindo uma equacao de onda escalar com
base na expressao da energia nao-relativistica
total de um sistema,

Loy R,
zhg——%v Y+ U, (9)

que é a equacao que leva seu nome.
Seguindo um caminho semelhante, Dirac
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propos uma equagao de onda espinorial de
primeira ordem que satisfizesse a relacao de
dispersao para cada componente, e esta é a
Equacao de Dirac,

Y Outh — (mhc> Y = 0. (10)

Esta nova equagao possui algumas pro-
priedades interessantes e é bastante reveladora
quanto ao Spin da particula. Como esta-
mos interessados, neste trabalho, na condicao
de invariancia relativistica perante o grupo
de Lorentz Homogéneo ao aplicar uma trans-
formacgao de Lorentz a esta equagao obtemos

mc

VA0, D(A) Y — ( 3 )D(A)‘lwzo,

DA DA) = () v =

D(Mni A0, D(A) ™ =77, (11)
onde definimos as transformagoes de Lorentz
e as representacoes das transformacgoes de
Lorentz D(A) por

a” = Az, = (5” + enZ) xH,
D(A) = <I+ i= )\a“> MH

1
A = GZ]kM]kH

Bz = ZeijkMM-

Em funcao destas definicOes e da necessi-
dade de invariancia de equagao de Dirac por
qualquer transformacdo do Grupo de Lorentz
Homogéneo, passamos agora a determinar a
algebra de Lie das matrizes gama e os geradores
infinitesimais do grupo de Lorentz Homogéneo.

IV. ALGEBRA DE LIE DAS MATRIZES
GAMA E GERADORES DO GRUPO DE
LORENTZ HOMOGENEO

O que pretendemos ¢é determinar o con-
junto de comutadores dos geradores do grupo
de Lorentz e as matrizes gama da equacao de
Dirac quantico relativistica, e reunir aos comu-
tadores envolvendo os geradores do grupo de

Lorentz, que consistem na algebra de Lie deste
grupo. Tomando a condigao de invariancia da
equacao de Dirac (11), observamos que esta
pode ser reescrita cmomo segue

(I +i= )xa”) Moy na Ay <
[Maua ’71/] =1 (nua’Yu + nuu’Ya) .

z%)\a“> =",

Entéo, temos para os geradores hermitianos A;
[S] Bj,

[Ai, ] = Eljk’ (1w + Mokj) 5
[Az ] = zgk’Yka

[Az ] =

[Bi, V] = (nym + i)

[ 2771/] dviva,

[ 27’74]

O conjunto dos comutadores que constituem
a algebra de Lie deste grupo é

[A’L'a Ak’] = E]kmAWH [Bj7 Bk] = _iejkmAma
[4), Bk] = €jkmBm, [Ai, vi] = d€ijri
[A;,74] =0, [Bi; Y] = 6uiva,
[Bi, 4] = =i

V. CONSIDERACOES FINAIS

Destacando os aspectos mais interessantes
do trabalho, utilizamo-nos do fato de que a
invariancia relativistica da equacao de Dirac
quantico relativistica frente ao grupo de
Lorentz Homogéneo estabelece uma &lgebra
de Lie junto as matrizes gama desta mesma
equagao.

Como as matrizes gama nao tém uma repre-
sentacao unica podemos determinar represen-
tagOes para estas a partir desta dlgebra Lie que
determinamos neste artigo, que é exatamente o
que ¢ feito na representacao de Majorana.

A representacdo de Majorana determina
uma matriz com autovalores todos positivos
para a energia de particulas livres, e por con-
seqiiéncia valores de massa exclusivamente po-
sitivos, requerendo para isso apenas a lineari-
dade da equacao de Dirac. Com isso se encon-



Sitientibus Série Ciéncias Fisicas 05: 1-5 (2009)

/flgebm de Lie das Matrizes Gama da Equacgao de ...

tra um espectro de massa em funcao do spin
arbitrario inteiro e semi-inteiro.

Em particular ele consegue o resultado
ainda mais fantastico de determinar um es-
pectro de massa das particulas elementares em
funcao do spin, cuja variacao condiz com os re-
sultados experimentais, embora nao os valores
Neste sentido é bem sugestivo o es-
tabelecimento de uma relagao de dispersao de
energia da massa em spin, tal como a relacao
de dispersao da energia em massa e momento
linear.

Com a representacao de Majorana podemos
perceber a grande relevancia para uma melhor
compreensao da relacao entre a massa e spin
das particulas elementares, assim como a possi-
bilidade de estabelecer uma descricao unificada
entre bésons e férmions.

Este trabalho pode ser estendido com
a aplicacdo ao estudo de propriedades es-
tatisticas, ou, por outro viés, ao estudo dos pro-

exatos.

cessos de criagao e aniquilagao de particulas,
aplicando a equacao de Dirac na representacao
de Majorana, no estudo da quantizacao de um
oscilador harmonico entre outras coisas.

O trabalho de Majorana tem destacado
muita atencao na atualidade, tendo inclusive
sua obra completa sendo republicada, a exem-
plo dos artigos de Espésito [15] e Fradkin [16]
utilizados para este trabalho.

O estudo das representagbes lineares do
grupo de Lorentz foi amplamente estudado no
trabalho de Naimark [8] em continuidade ao
estudo pioneiro de Majorana. E esta releitura
pretende também servir como um chamamento
aos estudantes para o interesse na &area de
pesquisa em aprego, para aqueles que preten-
dem se aprofundar no assunto.
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