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Apresentamos uma revisao pedagdgica sobre as simetrias galileanas, seus desenvolvimentos
e o interesse atual na geometria do espaco-tempo nao-relativistico para fins de aplicagao.
Inicialmente tratamos de alguns aspectos histéricos e seguimos com a definicdo do grupo
de Galilei; nos concentramos depois na nocao de covariancia Galileana. Enfatizamos o es-
tudo de representacoes que levam a equagbes da mecéanica quantica nao-relativistica, como
a equacao de Schrodinger para particulas de spin zero e a equagao de Pauli-Schrodinger
para particulas de spin 1/2. A forma como as representagdes sdo construidas torna evidente,
para fins pedagdgicos, que conceitos como o spin, nao sao efeitos tipicamente relativisticos,
como aparecem em alguns textos sobre mecéanica quantica. Por outro lado, reforcamos a im-
portancia da estrutura tensorial (geométrica) para aplicagoes em sistemas nao-relativisticos,
como no caso da fisica da matéria condensada.
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We present a pedagogical review on the Galilean symmetries, their developments and the
current interest about the geometry of non-relativistic space-time for application of. Ini-
tially we treat some historical aspects and follow with the definition of Galilei group; focus
after in the notion of Galilean covariance. We emphasize the study of representations that
lead to equations of non-relativistic quantum mechanics, such as Schrodinger equation for
particles of spin zero and Pauli-Schrédinger equation for particles of spin 1/2. The way
the representations are builded makes clear, for pedagogical purposes, that concepts such as
spin are not typically relativistic effects, as they appear in some textbooks about quantum
mechanics. On the other side, we reinforce the importance of tensor (geometric) structure
for applications in non-relativistic systems, as in the case of condensed matter physics.
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I. INTRODUCAO

O conceito de simetria vem sendo edificado
pela humanidade desde tempos imemoriais e
tem sido abordado de um ponto de vista fi-
loséfico, artistico e matematico. O conceito se
aplica a uma vastidao de situagoes de interesses
estéticos e utilizaveis, e é disso que resulta a
procura por sua caracterizacao e estudo. Para
Weyl [I], em uma elegante sintese do pensa-
mento ocidental, simetria significa:

...[symmetry is] something like
well-proportioned,  well-balanced,
and symmetry denotes that sort
of concordance of several parts by
which they integrate into a whole.

Além
como:

disso, a natureza da simetria é descrita

One may ask whether the
aesthetical value of symmetry de-
pends on its vital value. I am
inclined to think with Plato that
the mathematical idea is the com-
mom origin of both [ways]: the
mathematical laws governing na-
ture are the origin of symmetry
in nature, the intuitive realization
of the idea in the creative artist’s
mind its origin in art.

A geometrizagdo do conceito de simetria
garantiu ferramentas préprias aos antigos ar-
quitetos, e o dpice deste acimulo de conheci-
mentos é o surgimento, no século XVII, da en-
genharia de construcao, que se funda a par-
tir das equagoes de movimento da mecéanica
Newtoniana. Ainda a partir da geometria Eu-
clidiana o conceito de grupo é introduzido,
e é particularmente desenvolvido por Galois,
fornecendo uma caracterizagao matematica ao
conceito de simetria das formas regulares no
espaco, como o quadrado, cubo, etc. E assim
aparece o grupo de pontos [2].

Um aspecto fascinante neste trajeto
histérico acontece em outro momento crucial:
a descoberta por Sophus Lie da estrutura
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de grupos continuos associada as equacoes
diferenciais, das quais as equagbes de movi-
mento sao um caso particular, por envolver
as coordenadas espago-temporal [3H7]. Um
dos principais resultados do trabalho de Lie
foi mostrar que o estudo das simetrias subja-
centes a uma dada equacgao diferencial permite
que sejam encontradas as classes de suas
solugoes. Desse modo a Fisica do Século XX
apoderou—se definitivamente sobre o conceito
de simetria, descrito matematicamente a partir
da estrutura de grupo [§].

O estudo das simetrias das equagoes de
movimento deu origem, entao, aos denomina-
dos grupos cinematicos, ou seja, 0s grupos
de simetrias do espaco-tempo. No caso da
chamada fisica nao-relativistica, tanto classica
como quantica, essas simetrias formam o grupo
de Galilei. De modo outro, temos o grupo
de Lorentz, que estrutura as transformacoes
cinematicas da fisica relativistica, deixando in-
variante por exemplo as equagoes de Maxwell
[8, @].

Ao explorar o sentido inverso dos resultados
de Lie, ou seja, ao estudar as representacoes
irredutiveis do grupo de Lorentz, Wigner em
1939 deduz, por exemplo, a equacao de Klein-
Gordon e a equagao de Dirac [I0]. Essas
representagoes possibilitou entdo uma classi-
ficacao das particulas elementares. Cada repre-
sentacao da simetria cinemadtica fornece uma
equacao de movimento (uma equagao diferen-
cial) que pode ser associada as particulas e-
lementares [II, 13]. No estudo de Wigner,
surgem apenas as representagdes associadas a
natureza do spin e da massa das particulas.
Com o desenvolvimento da fisica das particulas
elementares, outros rotulos quanticos sao in-
troduzidos, como o isospin e as cores. De um
ponto de vista tedrico isso levou as chamadas
teorias de campos de calibre nao-abeliano,
baseadas na invaridncia da teoria por grupos
de calibre (gauge, em inglés). O exemplo mais
conhecido desse tipo de formalismo é a teoria
eletromagnética, descrita por um grupo de ca-
libre denominado U(1). As teorias de calibre
remontam o inicio do século XX com os tra-
balhos pioneiros de Weyl, ao tentar descobrir
um contetido geométrico para interacao eletro-
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magnética, como havia feito Einstein com a
gravitacado. Em meados da Década de 1950
Yang e Mills [14] publicam um trabalho, onde
utilizam o SU(2) como grupo de calibre, para
tentar descrever os mésons e pions, que aquela
época eram consideradas, juntamente com o
préoton e o neutron, como particulas elemen-
tares. Os grupos de calibres descrevem as in-
teracoes elementares da natureza, que usual-
mente sao referidas como quatro: a forca
gravitacional, que descreve a estabilidade das
formagoes no cosmos; a forga eletromagnética,
descrevendo a estrutura eletronica dos atomos,
moléculas e seus agregados, ou seja, regulando
0s processos quimicos e bioldgicos; a forca
fraca, responsavel pelos processos de decai-
mento nuclear; e a forga forte, responsavel pela
estabilidade do ntcleo. Na década de 1960,
Weinberg, Salam e Glashow construiram uma
teoria de calibre onde unificaram em um mesmo
objeto fisico as forgas eletromagnética e a fraca,
dando origem a interacao eletrofraca. Um feito
similar havia sido alcancado por Maxwell um
século antes, quando unificou a forga elétrica
com a magnética, resultando no campo eletro-
magnético.

A despeito do avango que se sucedeu ao tra-
balho de Wigner no entendimento do grupo de
Poincaré, é somente na década de 1950 que
se inicia um estudo similar para a mecanica
quantica nao-relativista. Nesse caso, a es-
trutura de simetria fica estabelecida pela in-
variancia da equacao de Schrodinger por trans-
formacGes no espaco e no tempo, que resulta
no grupo de Galilei.

As representacoes unitarias de um grupo de
simetria sao deduzidas através da associacao
de cada elemento do grupo a um operador
unitario satisfazendo as regras de composicao
do grupo [I5] [16]. Mais especificamente, con-
sidere G um grupo de simetria com elementos
a,b,c,.... Para cada a € G estd associado um
operador unitéario U(a) definido num espaco de
Hilbert, tal que U(a)U(b) = e?@U(a,b). O
fator de fase ¢(a,b) é uma fungao de a e b real
e continua. Se ¢ = 0, a representagao é dita fiel.
Caso contrario, a representacao é dita projetiva.
Neste caso, um vetor no espaco de Hilbert fica
definido a menos do fator de fase.
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In6énii e Wigner [17], estudando as re-
presentagoes unitarias do grupo de Galilei,
concluiram que com as representacoes fieis
nao seria possivel a construcao de fungoes
de onda — estados — que fossem localizadas,
e que tivessem velocidades definidas. Ou
seja, tais representagoes devem ser descar-
tadas enquanto possiveis candidatas para des-
crever uma particula quantica nao-relativista.
Bargman [I8] mostrou, por outro lado, que
para o grupo de Rotacao, Lorentz e Poincare,
as representagoes projetivas poderiam ser re-
duzidas a uma representacao fiel. Entretanto,
isto nao se da com o grupo de Galilei, onde
representagoes projetivas, em geral, nao sao
redutiveis a uma representacao fiel [19]. Em
uma sintese dos trabalhos de Ionii, Wigner
e Bargman, Hamermesh [20], estudando a
algebra de Lie do grupo de Galilei, estabe-
leceu que operadores de posicao e momento
poderiam ser definidos somente para o caso
de representacoes projetivas, que passaram a
ser também denominadas de representacoes
fisicas [21I]. Desde entdo, o interesse nas
representagoes unitarias descrevendo simetrias
galileanas tem-se concentrado, principalmente,
e como acontece com o grupo de Poincaré, no
estudo de estruturas de simetrias conformes e
internas [22H31]. Deve ser enfatizado que na
analise de simetrias internas, as varidveis de
spin aparecem por consisténcia na fisica nao-
relativista, e nao como uma propriedade ex-
clusiva da invaridncia Lorentziana. Isso se
d4 mesmo para sistemas classicos, ha muito
conhecido, mas pouco divulgado e entendido
[31]. Sistemas nao-lineares tém sido analisa-
dos [32], [33] e, no mesmo contexto de simetrias,
varios desenvolvimentos e aplicacoes na teoria
quantica de campos a temperatura finita tém
sido implementados [34-40)].

A importancia das simetrias galileanas para
a matéria condensada é reconhecida a longo
tempo. Um exemplo importante aparece na
analise das excitacoes elementares em super-
fluidos. Neste caso, tais excitacoes, introduzi-
das e chamadas de fénons e rétons por Landau
[41], sao interpretadas como manifestacoes co-
letivas do campo de Schrodinger. Ou seja, o
campo original (e ressalte-se, invariante pelas
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transformagoes do grupo de Galilei) se rear-
ranja, devido as interacoes, gerando tais ex-
citagoes. O resultado final é uma quebra de
simetria Galileana. De fato, no caso da com-
ponente do campo de fonons caracterizada por
uma velocidade de fase c¢;, a Lagrangeana é
invariante sob uma transformacao de Lorentz,
onde a velocidade da luz é substituida por
cs. Assim, surgem as famosas relagoes de dis-
persao para os fonons e rotons, similares as
relagoes energia-momento no caso relativista.
Esta invariancia Lorentziana das excitacoes,
porém, s6 possui um significado matemaético,
no sentido de que a interpretacao fisica do
espaco-tempo onde a teoria estd formulada nao
se reduz aquela correspondente ao espaco de
Minkowski, para o qual a velocidade da luz tem
um caracter universal. Esta quebra de simetria,
do campo original Galileano para o resultado
final Lorentziano, é ainda acompanhada de ou-
tros fatos em conexao com as transformacgoes de
Galilei: bem conhecido é, na teoria de Landau,
a importancia do movimento de translacao do
fluido, descrito por uma transformacao pura de
Galilei, e suas interacoes com impurezas e pare-
des do recipiente. Ou seja, a superfluidez é um
fendmeno caracteristico do regime de baixas ve-
locidades, isto é, da cinemdtica Galileana, e
para sua compreensao plena e futuros desen-
volvimentos demanda o aprimoramento da teo-
ria de campos Galileana.

E neste sentido que Takahashi [42-44] intro-
duziu uma versao covariante para o grupo de
Galilei baseada em tensores penta-dimensionais
[45H48]. Esse método foi utilizado para a
deducao de equacoes de campo nao lineares, a
partir das quais o rearranjo de simetrias em
superfluidos tem sido analisado em conexao
com bésons de Goldstone. Desde entao, a
nocao de covariancia Galileana tem sido de-
senvolvida em diversas linhas, tratando de pro-
blemas gravitacionais e cosmoldgicos [49-54] a
teoria de particulas de spins altos em fisica
da matéria condensada [55]. Um dos obje-
tivos aqui é apresentar a estrutura covariante
do grupo de Galilei, enfatizando a natureza do
espaco vetorial métrico onde as transformacoes
estao definidas [16]. Neste sentido, primeiro é
estabelecido que o grupo de Galilei pode ser
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tratado como um grupo de transformagoes li-
neares sobre uma variedade, a ser denominada
por G, na qual a métrica é conservada. Sob
este ponto de vista de grupo de transformagao,
fica a apresentacao do grupo de Galilei unifi-
cada com as de outros grupos importantes na
Fisica, como o grupo de Rotacgoes, onde a va-
riedade é o espago Euclidiano (E); ou ainda,
os grupos de Lorentz e Poincaré, onde a varie-
dade é o espago de Minkowski. Segundo, é al-
cancado transparéncia na apresentacao, pois o
conteudo fisico das cinco dimensoes do espaco
G fica definido desde inicio. De fato, 3 das
5 dimensoes estarao relacionadas ao espago E,
enquanto que as outras estarao vinculadas a
velocidade e ao tempo. Além disso, G pode
ser definido por um processo de imersao de
E em um espaco espago de de Sitter do tipo
(44+1). Esta relacao entre tais espagos métricos
possui importancia na definicdo apropriada da
algebra de Clifford, quando do estudo de re-
presentagoes de spin semi-inteiros. Por outro
lado, existe uma associacao dessa geometria de
G com espagos anti-de Sitter (3+2) e o grupo
de transformacoes conformes. Isto permite o
desenvolvimento de teorias do tipo AdS/CFT
(anti-de Sitter e CFT do inglés: Conformal
Field Theory) [56H58] na andlise de sistemas
de spins fortemente acoplados, como no caso
(experimental) de dtomos fermionicos resfria-
dos [59, [60].

A apresentacao estd organizada da seguinte
forma. Na Sec. 2, apresentamos alguns ele-
mentos histéricos sobre as simetrias de Galilei.
Seguimos, na Secs. 3 e 4, com as definigoes
do grupo de Galilei, e nas Secs. 5 e 6 trata-
mos da equacao de Schrodinger para a particula
livre de spin zero e 1/2, respectivamente. Nas
Secs. 7 e 8 consideramos a noc¢ao de covariancia
Galileana e suas representagoes, seguindo a
Ref. [16] e uma apresentagao pedagdgica. Na
Sec. 9 estao as conclusoes e observagoes finais.

II. PRINCIPIO DA RELATIVIDADE
GALILEANA: NOTAS HISTORICAS

Na edicao inglesa da obra intitulada “Di-
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alogue Concerning the Two Chief World Sys-
tems” [61], pp. 186-187, Galilei através de seu
alter-ego Salviati comenta:

Shut yourself up with some
friend in the main cabin below
decks on some large ship, and we
have with you there some flies,
butterflies, and other small fly-
ing animals. Have a large bowl
of water with some fish in it;
hang up a bottle that empties drop
by drop into a wide wvessel be-
neath it.  With the ship stand-
ing still, observe carefully how the
little animals fly with equal speed
to all sides of the cabin. The
fish swim indifferently in all di-
rections; the drops fall into the
vessel beneath; and, in throwing
something to your friend, you need
throw it mo move strongly in one
direction than another, the dis-
tances being equal, jumping with
your feet together, you pass equal
spaces in every direction.

When you have observed all
these things carefully (though there
is no doubt that when the ship is
standing still everything must hap-
pen in this way), have the ship
proceed with any speed you like,
so long as the motion in uni-
form and not fluctuating this way
and that. You will discover not
the least change in all the effects
named, nor could you tell from any
of them whether the ship was mov-
ing or standing still...

Com estas palavras nascia a denominada
relatividade galileana, cujo impacto na mo-
dernidade foi imenso e ajudou Galilei a ser
considerado, por esta e outras contribuicoes
cientificas [61]-[65], como o fundador da fisica
como ciéncia e também o primeiro fisico mo-
derno. De fato, Sobel [66], 67], Claret [68], e
Krudsen and Hjorth [69] indicam tal trecho no
mencionado didlogo como precursora da teoria
fisica [70].
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A mencionada obra de Galilei veio a lume
em fevereiro de 1632 [71], publicada em Flo-
renca, apesar de té-la iniciado quatro anos
antes, e nela o seu autor defende a teoria coper-
nicana (heliocentrismo). Tal feito incitou os
seus inimigos a denunciar a obra como trans-
gressora do decreto de fevereiro de 1616, em
que a Sagrada Congregacao do Index havia
proibido a teoria do cénego Copérnico 72} [73].
Este fato implicou na sua proibi¢do em agosto,
do mesmo ano, além da intimagao a Galilei,
em setembro, a fim de comparecer diante do
comissario geral do Santo Oficio, em Roma.
Ressalte-se que o verdadeiro titulo desta obra é
“Didlogo de Galileuw Galilei linceu, matemdtico
extraordindrio do FEstudio de Pisa e filésofo
e matemdtico primdrio do Serenissimo Grao-
Dugque da Toscana; onde, nas reunides de qua-
tro jornadas, discorre-se sobre os dois mdzximos
sistemas do mundo - ptolemaico e copernicano
- propondo de maneira indeterminada as razdes
filosdficas e naturais tanto para uma quanto
para a outra parte” [13, [76]. Neste livro estao
transcritos quatro didlogos, em que o seu au-
tor imaginou que em cada dia diferente era
desenvolvido um dos didlogos entre trés per-
sonagens Fillippe Salviati, Simplicio e Giovan
Francesco Sagredo. O primeiro, seguidor e de-
fensor ferrenho do copernicanismo €, no fundo,
o proprio Galileu; o segundo interlocutor é
uma figura imagindria que se apresenta como
um defensor das teorias de Ptolomeu e, final-
mente, Sagredo que é apresentado como alguém
dotado de abertura intelectual suficiente para
escutar e ponderar sobre as duas concepgoes do
universo defendidas pelos outros dois debate-
dores.

Dos quatro didlogos, aquele que nos inte-
ressa mais de perto, nesta nota, é o do se-
gundo dia (ou segunda jornada), onde os trés
interlocutores dedicam-se a discussao sobre o
movimento da Terra. Na tentativa de calar
as criticas dos seguidores da doutrina ptole-
maica, o autor do citado livro introduz “neste
dia”, dois dos principios fundamentais da fisica
e que se tornaram basicos na mecanica new-
toniana: o principio da inércia e o principio
da relatividade. De acordo com diferentes au-
tores, a nocao de “inércia” ja havia despertado
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o interesse de antecessores de Galileu, entre-
tanto, foi ele o primeiro a compreender, de fato,
o conteudo de tal principio, apesar de nao té-lo
enunciado, e sim aplicado o mesmo com bas-
tante rigor cientifico, utilizando-se para isso de
base experimental.

O principio da relatividade (ou principio da
relatividade classica de Bruno-Galileu-Newton
[77], ou principio da relatividade galileana)
foi lancado por Galilei a fim de responder
as criticas sobre a possibilidade de existéncia
da rotagao terrestre.  Para os seguidores
do aristotelismo, aquela época, os fendmenos
mecanicos ocorriam como se a Terra fosse
fixa. Para dirimir tais dividas, Galilei se uti-
lizaria do seu personagem Salviati, no trecho
do livro ja citado antes, a fim de explicitar
o fato de que nao é possivel, no interior de
um sistema, inferir-se por meios de experimen-
tos mecanicos, se o sistema em estudo estd em
repouso ou em movimento retilineo uniforme.
Com tal afirmacdo ¢é introduzida a relativi-
dade de Galileu, centrada nas transformacoes
galileanas que, duzentos e setenta e trés anos
mais tarde viria ser entendida como um caso
particular da relatividade especial de Einstein.

A exemplo do que acontece com a ver-
dadeira origem do principio da inércia, alguns
autores [(3, 78] conjecturam que o principio
da relatividade classica tenha sido introduzido,
indiretamente, por Giordano Bruno [79] e
por Nicole d’Oresme [80] que, no século XIV
haviam descoberto a importancia do movi-
mento relativo entre objetos, quando escreveu
que 0s movimentos diurnos dos céus podem ser
igualmente explicados pela rotacao diurna da
Terra.

O principio da relatividade, junto as
rotagoes espaciais e com as translagoes no
espaco e no tempo formam um grupo de sime-
tria, conhecido como grupo de Galilei, a partir
do qual toda a fisica galileana pode ser cons-
truida a partir da andlise das diferentes repre-
sentacoes. Este resultado leva a consequéncias,
como ja frisado, pouco compreendidas e explo-
radas na fisica nao-relativistica, como o apare-
cimento da nocao de spin associado a equacao
de Schrédinger ou a fisica classica, sem apelo
a teorias relativisticas. Nas préximas secoes
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apresentamos um resumo dos principais resul-
tados ao longo desta linha.

III. O GRUPO DE GALILEI
As transformacoes de Galilei nao-
homogéneas, tidas como as transfomacoes

das coordenadas (x,t) de um evento no espago
e no tempo para outras coordenadas (i, f),
sao definidas da seguinte forma

X Rx + vt + a,

— t4b,

(1)
(2)

com x sendo as coordenadas espaciais no
espaco Euclidiano tridimensional E=R? e t a
coordenada temporal; R descreve uma rotacao
em [E; v prescreve a mudanga do sistema
de referéncia, isto é, a transformacgao pura de
Galilei; a uma translacao espacial e b uma
translacao temporal. As equacoes e es-
tabelecem a relagao entre dois referenciais iner-
ciais da fisica nao-relativistica. Denotamos es-
sas transformacoes por

o+
|

G(x,1) = (%), (3)

com (G dado por

G = (b,a,v,R), (4)
sendo um objeto que atua nas coorde-
nadas de acordo com as equagoes (1)) e
. Considerando duas transformacgoes G
(b1,a1,vi,R1) e Gy (b2,a2,vy,R2), a
aplicagdo sucessiva de duas destas, GoG1, re-
sulta em uma lei de composicao dada por

GoGp = (b2 + bl, as + Rya; + b1V2, Vo

+R2V1,R2R1) . (5)

Ou seja, temos outra transformacao de Galilei,
G = G2G4. A transformacao identidade é

E =(0,0,0,1), (6)

e a inversa de G é

G '=(-b,—R'(a-bv),-R'v.R™1). (7)



Luciano M. Abreu, Ademir E. Santana et al.

Sitientibus Série Ciéncias Fisicas 05: (2009)

Como a associatividade também vale para a
composicao definida na Eq. , o conjunto
de elementos G dados na Eq. (4) for-
mam um grupo chamado grupo de Galilei
( G), que é o grupo de simetria da fisica nao-
relativistica. Este é um grupo especificado por
dez parametros: trés descrevendo as rotacoes
(os trés angulos de Euler, por exemplo) e
definindo a matriz R; trés definindo a trans-
formacao pura de Galilei, ou seja v; trés des-
crevendo as translacoes espaciais, ou seja a; e
um parametro para descrever as translacées no
tempo, ou seja b. Temos entao um grupo a 10
parametros. As equagoes e sao sua auto-
representagao, ou representacao de defini¢ao.

Podemos reconhecer de imediato alguns dos
subgrupos de G:

T = {(b,0,0,1)}, o subgrupo das translagoes
temporais;

S = {(0,a,0,1)}, o subgrupo das translagoes
espaciais;

B

{(0,0,v,1)}, o subgrupo das trans-
fomagoes puras;

R ={(0,0,0,R)}, o subgrupo das rotagoes.

O subgrupo 7 x S forma um sub-
grupo abeliano invariante, e G/( 7T x §) é
isomérfico a B x R, o chamado grupo de
Galilei homogéneo (I'). Vamos obter a algebra
de Lie de G, a qual denotaremos g, utilizando
uma representagao unitaria irredutivel sobre o
espaco das funcoes dependentes de (x,t), i.e.

(8)

Tomando (b,a,v,R) com parametros infinite-
simais, conseguimos os geradores do grupo G
nesta representagao, e podemos escrever

U(b,a,v,R) f (x,t) = f (%,7).

U(b,a,v,R) = e?HeaPevikedd,

(9)

onde a base de g é

é o gerador do subgrupo T'; (10)
(11)

i
ot
—iV é o gerador de S
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J =
k

—ir X V é o gerador de R;
1tV ¢ o gerador de V.

(12)
(13)

Deste modo, as relacoes de comutacao que de-
finem g sao

i, Jj] = ieijid, (14)
[JZ',K]-] = 1&g Ky, (15)
[Jz',Pj] = 1€k Dg, (16)
[Ji, H] = 0, (17)
[Ki, K;] =0, (18)
[K;, Pj] = 0, (19)
[Ki, H] = —iP;, (20)
[P, Pj] = 0, (21)
[P, H] = 0, (22)

onde g;j; € o tensor totalmente antissimétrico.
Os invariantes desta algebra sao

P2,

(K x P)?.

I
I =

(23)
(24)

E possivel mostrar que por meio do estudo
de representagoes unitdrias deste grupo (di-
tas fiéis) nao obtemos equagoes dinamicas in-
variantes por G [I7] consistentes para des-
crever particulas nao-relativisticas. Isto se-
ria esperado numa primeira abordagem, pois
no caso do grupo de Poincaré, sao as repre-
sentacoes unitarias irredutiveis que descrevem
as particulas relativisticas. As dificuldades com
o grupo de Galilei comecam neste ponto. Para
conseguir representagoes unitarias irredutiveis
com significado fisico, temos que construir uma
extensao central de G, o que faremos a seguir.

IV. O GRUPO DE GALILEI
ESTENDIDO

Seja G o grupo de Galilei e ¢ uma fungao
real em G X G, que satisfaz

£(G1,G2) + £(G1G2, G3)
= £ (G1,G2G3) + £ (Ga, G3),
f(Ea E) = 07
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sendo E dado pela Eq. @ Podemos definir
um novo grupo, G¢ =R x G, cujos elementos

denotaremos por G = (A\,G), A€ Re G € G,
com a lei de composigao

(A1, G1) (A2, G2) = (M1 + A2 + £ (G1,G2) ,G1G2)

(27)
C;‘g é dito ser uma extensao central de G
com respeito a £ Um subgrupo abeliano
de Gg ¢ identificado de imediato, A
{(\, E) |\ € R}, que chamaremos de grupo de
fase; e é isomérfico a R.

Em geral, por convencao de notagao, uma
extensao central de uma &algebra de Lie com

base {ai,...,ay,} satisfaz a
lai,a;] = cax + Bijao, (28)
[ai,ao] = 0, (29)
onde {cf]} sao as constantes de estrutura da

algebra, ag o vetor base da subalgebra do grupo
de fase e 3;; é dito ser o elemento central da
algebra estendida. Seguindo esta forma, vamos
escolher a seguinte extensao central da Eq.
da &lgebra g:

[Ki7 Pj] = imd}jI, (30)
sendo I o operador unidade, que é o gerador
do subgrupo A e m um nimero real. Posterior-
mente veremos que m é associado com a massa.
Os invariantes desta algebra estendida sao

M = mlI, (31)
P2

U=H-_—, (32)

$?2 = (J-KxP)>. (33)

Podemos agora explicitar a lei de com-
posicao dada pela Eq. no caso particular
da extensao central dada na Eq. . Consi-
deremos entao um elemento de C?g na forma

G = M bH aPovkp (34)

onde R representa as rotacoes. Logo a lei de
composicao é
~ = )/ / !, /. . . .
G/G _ ez)\IebHea Pev kR/el/\IebHeaPGVkR.
(35)
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Da férmula de Baker-Hausdorff,

ePA" = A+ [A B+ [[A BB +...,

(36)
obtemos
e Py . ket = v . k+bv - P. (37)
Temos também as relacoes
eu-k€w~P — eimvalew-Peu-k (38)
eu-k+w-P — e%mu-wlew-Peu-k' (39)

Deste modo, utilizando as identidades dadas

nas equacgoes —, obtemos

GO = VANV H & P v/ k bH R'aP Rv-kp/ p
_ ez’(X+A+%mv’Qb)Ie(b/+b)H€(a’+bv')~P€v'~k %
XeR,a'PeRIVAkR/R
_ ei()\’+/\+%mv’2b+mv’-R’a)Ie(b’—i—b)H %
xe@ VRO PRV R (40)
Portanto
G'G=N+2+& (G,G),G'G), (41)

onde
1
&m (G',G) =m <2V/2b - v'-R’a) . (42)

Podemos verificar que a funcao &, obedece as
equacoes e , e é chamada expoente do
grupo. De fato, esta fungéo é identificada, a
partir da Eq. , como o expoente do fator de
sistema de representagoes unitarias projetivas.
Ou seja, temos

G(G)G(G)=w(G,G)G(G'q),
com o fator de sistema

w(G,G) = eem(G.G), (43)

Sintetizando, a consideracao da extensao
central do grupo de Galilei leva a repre-
sentacoes unitdrias irredutiveis projetivas de
G. Notemos que se m =0, w (G',G) =1, e a
extensao central torna-se trivial, que é a repre-
sentacao fiel. Vamos entao explorar a conexao
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fisica com o que ja foi visto até aqui.

V. EQUACAO DE SCHRODINGER
PARA PARTICULA LIVRE SEM SPIN

A deducdo de uma representacdo unitaria
irredutivel que descreva algum sistema fisico
é feita identificando as equacGes dinamicas in-
variantes pelo grupo égm.

Tais equacoes podem ser dadas a partir
dos invariantes da &lgebra de Lie de G‘g,
as equagoes —. Primeiro, considera-
mos o caso mais simples: a representacao em
que H e P sao escritos da forma dos ope-
radores unitérios dados pelas equacoes e
, 0s quais atuarao num espaco de Hilbert
das fungoes escalares, ¥ (x,t), quadraticas in-
tegraveis dependentes de (x,t). Como as
fungoes escalares sao invariantes por G

a menos de um fator de fase e%ém(G"G) ag

equagoes — nos leva a
MV (x,t)

2
(H—;ﬂ)@(x,t)
(J—K x P)? U (x,t)

mW (x,1), (44)

eV (x,t), (45)

s2W (x,t), (46)

onde m, ¢, s? sdo nlimeros que garantem a in-
variancia destas expressoes. Isto é resultado do
lema de Schur, que declara que os invariantes
tém valores multiplos da identidade e rotulam
uma dada representacao. Uma possibilidade
simples a considerar é escolher ¢ = s2 = 0 e
m # 0. Desta forma, da obtém-se

1
o (x,t):—%VQ\I/(x,t), (47)

que é justamente a equacao de Schrédinger
para uma particula livre de massa m e spin
nulo, com V¥ (x,t) sendo a funcao de onda da
particula e i = 1. Deste modo, associamos a
constante real da extensao central que ro-
tula a representacao, m, com a massa. Pode-
mos verificar que se m = 0, ndo é possivel de-
duzir a Eq. , o que nos faz afirmar que sao
as representagoes projetivas unitarias do grupo
de Galilei que interessam a fisica nao relativis-
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tica. O ntimero s? é relacionado com o spin,

e como nesta representagao o spin é nulo, s é
zero. O valor ¢ é associado com com um fator
de mudanga no nivel da energia.

E interessante notar que para nossa repre-
sentacao ter consisténcia, devemos definir o o-
perador posigao como

Q-=_1p, (48)
m m

pois a relacao de Q com P gera [P;,Q;] =
—10;;, as conhecidas relagoes de incerteza de

Heisenberg.

VI. A EQUACAO DE
PAULI-SCHRODINGER

Nosso objetivo agora é obter uma repre-
sentagao unitaria do grupo de Galilei estendido
relacionada com uma equagao para particulas
nao relativisticas de spin %, isto é, determinar
uma equacao analoga a de Dirac, porém no caso
nao relativistico.

Para tal, seguiremos a idéia que Dirac uti-
lizou para a construcao da mecanica quantica
relativistica. Buscamos uma equagao diferen-
cial de primeira ordem nas derivadas espacialis,
P, e temporal, H. Vamos entao escrever

00 = (AH +B-P+C)® =0,  (49)

onde A, B e C sao objetos a serem determina-
dos. A condicao que temos é que deve existir
um operador ¢ = (A'H 4+ B"P+C") tal que
0’6 leva ao operador de Schrodinger, dado na

Eq. , isto é

2
M:(H—P>
2m

a menos de uma constante. Assim, os termos
do produto 6 deve satisfazer:

A'A =0, AB;+BlA=0,
A'C+C'A = 0, BjBj+ BjB; = —25;, (50)
C'C = ¢=0, C'B;+ B\C =0.
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Vamos definir os operadores

C C’
By = i|A+ — Bi=i|A +— 1
1 Z( +2m>7 4 Z( +2m>’ (51)
_ C Y c’
Logo

B,B, + B,B, = =20, (p,v=1,...,5).
(53)
As representacoes desta algebra podem ser
obtidas daquelas da dlgebra de Clifford,

YV YV =20 (v =1,...,5). (54)
Faremos entao a correspondéncia
By = BYa, B, =787 (a=1,...,4), (55)
Bs = —if, By=—if", (56)
com [ sendo um parametro arbitrdrio. Va-

mos escolher, por conveniéncia, os resultados
padroes de Dirac,

B; = <(6 f) (i=1,2,3), (57
mo= (1) 5= (07) 69

e pelas equacoes — obtemos

(3 - (8%)

Deste modo, ® = ® (x,t) é um objeto a quatro
componentes, que escreveremos

~(2)

com ¢ e x sendo fungoes a duas componentes.
Finalmente, a Eq. gera
0
oc-P

o[
)

00

10 (59)

(60)

00
10

0 2m
0 0
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que pode ser reescrita como,

Ho+ (0-P)x=0. (61)

Podemos verificar, por substituicao direta, que
© e x satisfazem a equagao de Schrodinger.
Portanto, a Eq. descreve uma particula
nao relativistica com massa m e spin %,
e também é conhecida como equacao de
Pauli-Schrodinger. Nesta se¢@o, introduzimos
égm sem definir as transformacoes dadas nas
equagoes e em um espago vetorial
métrico. Isto serd considerado a seguir.

VII. COVARIANCIA GALILEANA

Sabemos que o grupo de Poincaré, o grupo
de simetria da fisica relativista, é definido
como transformagoes isométricas lineares no
espaco de Minkowski, com as transformacoes
de Lorentz sendo vistas como rotagao. A par-
tir disto é possivel dotar este espaco métrico de
estrutura tensorial e desenvolver representacoes
unitdrias irredutiveis fiéis na forma manifesta-
mente covariante.

No caso nao-relativistico, nao se consegue
construir no espago-tempo galileano de 4 di-
mensoes as equacoes e como trans-
formacoes lineares (do tipo rotagoes). Vamos
entao mostrar como isso pode ser implemen-
tado, o que exigird um espaco métrico do tipo
de Sitter. Dessa forma, poderemos introduzir
uma, formulacao tensorial, e assim obter repre-
sentacoes da algebra de Lie de C?gm com uma
abordagem explicitamente covariante. Isso
abre uma gama de novas possibilidades no con-
texto da fisica da matéria condensada, através
do uso dos vantajosos métodos tensoriais.

Comecemos observando que o espago Eu-
clidiano E é o espacgo vetorial métrico definido
no R3, tal que a distancia entre dois pon-
tos é preservada por transformacoes lineares.
Ou seja, dado dois vetores x = (acl,x2,a:3) e

y= (yl,yQ,y?’) ;x,y € [E, temos

2

r :x2—{—y2—2x-y (62)
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invariante por rotacoes e translacoes. E sabe-
mos que em sistemas fisicos descritos pela fisica
Galileana, os fenomenos obedecem as trans-
formacgoes em K.

Entretanto, a transformacao pura de Galilei
é um tipo de translacao parametrizada pelo
tempo, t. Iremos entao utilizar a distancia r
em [ para a introdugao de um espaco métrico
de dimensao maior que trés, com o objetivo de
inserir o parametro ¢ como uma coordenada,
de modo que as equacgoes e sejam trans-
formagoes lineares nesse espaco. De fato, ob-
servamos que podemos reescrever a Eq.

1 2 2
32:—77“2:—t——ty—+x-y.

2 2t 2t (63)

Esta expressao pode ser utilizada como o pro-
duto interno de dois vetores de um espago
penta-dimensional, denotado G, que estabele-
ceremos a seguir.

Seja G uma variedade pseudo-Riemanniana
penta-dimensional, tal que o produto interno
entre dois vetores arbitrarios é dado por

Upyxﬂyv

3
> aly —atyS — Byt (64)
=1

(x| y)

onde z,y € G (os indices latinos indicam com-
ponentes dos vetores em E), e

100 0 0
0100 0
(mw)=(001 0 0 (65)
000 0 —1
000 -1 0

é a métrica de G.

A norma de um vetor em G é, pela Eq. ,

lz|| = (z | ) = x% — 22125, (66)
Assim, ocorre aqui um caso similar ao do
espaco de Minkowski, pois os vetores podem
ter ||z|| 2 0 ou ||z|| = 0. Devemos notar que se
escolhemos
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entdo s? na Eq. é um caso particular do
produto interno em G; além disso, observamos
que a norma de z, na Eq. , é nula. O ajuste
de unidades fisicas é feito tomando 2* = y* =
vt, com v 1m/s. Deste modo, vetores em
G associados com a invariania Galileana tém
norma nula.

Podemos expressar esta correspondéncia
através de uma imersao do espaco Euclidiano
em G, onde todo vetor A € [ é imerso nesse
espago por
A2

F:A— A= <A,A4,
A estrutura tensorial deste espaco métrico
tem implementagdo imediata, tomando
{ex} (p=1,..,5) como a base do espaco
tangente de G e {e"} a base do espago cotan-
gente, 7)) G. Considerando um vetor arbitrario
X em G, e escrevendo-o em componentes da
base {e,} de T, G, implica em X = Xte,.
Utilizando a métrica, relacionamos as compo-
nente contravariante e covariantes (ou seja,
definimos o levantamento e abaixamento dos
indices) de modo usual, (p*)~' = 7, entdo
XH =n* X, que resulta em

X' = X;, sei<3; (69)
X* = =X, (70)
X5 = —X,. (71)

De modo similar temos X,, = 7, X*.

Em G um tensor do tipo J#, ( G) é definido
pelo mapeamento [81]

T Tr6Ve.ec?en,cVe...
T, G — R, (72)

tal que T é escrito como
T =T""0 e ®..0e,, 0" ®..0e", (73)
com as componentes dadas por

H1---Hg — M1 M
Tt b, =T (e et e, . e).

’.

E interessante agora analisar as trans-
formagoes isométricas em . Considere um
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conjunto de transformacoes lineares do tipo

Xt = GHa" + a”, (74)

com |G| = 1. Vamos determinar os gera-
dores dessas transformagoes, utilizando trans-
formagoes infinitesimais dadas por

Gh, =0t + €. (75)

Utilizando a representacao unitaria sobre o
espaco das funcoes de um ponto em G, temos

M, :
P, :

= —i(x,0,
—i0y,

—x,0,),

onde M,,’s sao os geradores das trans-
formacoes homogeéneas e os P,’s das nao-
homogéneas.

Esses geradores satisfazem a seguinte
algebra de Lie
[M;u/v M, o] = —i (nupM;w = NupMyo
e Myp — Mvoe Myp) 5 (78)
[Py, Mpo] = —i (upPo — MuoPp) s (79)
[Py, P,)] = 0. (80)

As equacoes — formam uma algebra de
Lie g, e que tem forma similar a algebra do
grupo de Poincaré.

Como um exemplo preliminar, vamos anali-
sar um caso particular das transformagoes ((74))
em G. Considere a transformagao

T = Rzl‘]-f-vl‘ +a’, (81)

! = iL' +a ) (82)
|

i = 2% oy (R%a?) +§v2:p4. (83)

Na representacao matricial, as transformacoes
homogéneas sao escritas por

R' Rl R o' 0
RZ R R 0
(G)=| B R} Ri o 0. (84)
0 0 0 1 0
UiRli UiRé ’UZ'R% %VZ 1

Seguindo a mesma idéia anterior, analisando
transformacoes infinitesimais para as equacoes
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— como aquelas descritas na Eq. ,

podemos reescrever os geradores dados na Eq.

como

T = oMy, (85)
K; = Ms; (86)
Ci = My, (87)
D = My, (88)

As relagoes —, considerando apenas

aquelas nao-nulas, sao reescritas como

[Ji, J;] = 1855k S, [Ji, K] = 1851 K,
[Ji, C5] = igijuChr, (K5, Cj] = i6;; D
D, K;] = iK;, +igijkJk,
[Py, D] = iPy, [Cy, D] = iC},

[Pi, Kj] = 16i;Ps, [Ji, Pj] = g Py,
[Py, Ki] = iP;, [Pi, Cj] = 045 Py,
[D, Ps| = iPs, [P, C;] = iP;.

Estas relacoes formam uma &algebra que tem
como subdlgebra a &lgebra de Lie do grupo
de Galilei, considerando J; os geradores das
rotacoes, K; e C; das transformacOes puras,
P, das translacoes espaciais e temporais, e D
do tipo dilatagao temporal. E de fato, pode-
mos observar que as equagoes e Sa0
justamente as transformagcoes de Galilei dadas
pelas equacgoes e , com z* = t. A Eq.
¢ uma condicao de compatibilidade que
representa a imersao &, pois por coeréncia a
norma deste tipo de vetor em G tem de ser
nula. A comutagao entre K; e P; é natural-
mente diferente de zero neste contexto, com
Ps sendo relacionado & massa. Neste con-
texto, o estudo das representacoes unitarias ir-
redutiveis fiéis do grupo de Galilei G é que tem
interesse para a fisica Galileana, e por cons-
trugao fica semelhante ao caso do grupo de
Poincaré para a fisica relativista. Observe que
as transformagoes dadas pelas equagoes —
deixam a métrica (ou o produto escalar)
invariantes.

e Significado fisico das 5 dimensoes

Um vetor de interesse em G é o 5-
momentum, p# (p,m, E), sendo que E =
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p2/2m, o que leva pH a estar de acordo com a

imersao S, e pelas equagoes (81))-(83]) se trans-
forma como p* = G',p*, ou seja,

P’ = Rip +0'pt, (89)

pt = p, (90)
|

p° = v (Rip?) +5vpt +0°,  (91)

2

considerando apenas as transformacgoes ho-
mogéneas. Escrevendo p* infinitesimalmente

dp? = (dp)?* — 2dp*dp® = dk>.

Assim as 5 componentes de p descrevem: as
3 componentes do momentos lineares (dp), a
massa (dp?) e a energia (dp®) (a menos de
um fator de velocidade fixando as unidades).
As coordenadas canonicamente conjugadas sao
dadas pelo 5-vetor x, de tal modo que

da? = (dx)* — 2dz'da® = ds®.

As 5 componentes descrevem: 3 coordinadas
em E (dx); uma coordenada descreve o tempo,
desde que dz* = dt, e uma coordenada descreve
projecao da velocidade, desde que

(dx)* 1

= —dx-v

5 __
A = 0 =3

(a menos de um fator de velocidade fixando as
unidades).

e Transformacoes de operadores e in-
variantes

Nesta abordagem, os operadores diferenci-
ais 0, = a% também se transformam como
vetores, isto é,

O =G,"0y, (92)
com G " = 1,,G"n"", dado por
R} R} R 0 —o!
R? R3 R 0 —v?
(G = R} 4 R} ' R} 0 Ivi
—v Ry —vRy —v;Ry 1 5v
0 0 0 0 1
(93)
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Observamos das equagoes e que
(%8” = 0,0" e 05 = 05, e fazendo a corres-
pondéncia com os geradores P, “s, logo

I
I

p,P*,
P57

sao os invariantes de Casimir da dlgebra de Lie
relacionada ao grupo de Galilei. Cabe ressaltar
que existe um terceiro invariante, obtido via
vetor de Pauli-Lubanski em G. Este invariante
carrega a informacao do spin.

VIII. REPRESENTAQOES EM G

Seguindo a idéia da secao anterior, partindo
dos invariantes e , podemos deduzir
representagoes unitarias irredutiveis que des-
crevem particulas quanticas livres.

e Equacao de Schrodinger:
sentagao escalar

repre-

Considerando o caso mais simples, temos [y
e Is sobre o espaco das fungoes escalares ® ()
dependentes de € G. Sob as transformacoes
(81)-(83) , obtemos ® () = ® (). Assim, I; e
15 atuando nestas fungoes tem que dar como re-
sultado uma quantidade igualmente invariante.
Com a correspondéncia P, = —id,, podemos
escrever as expressoes

k2 (),
= —im® (x),

— 9,0 ()
85® ()

onde k é uma constante positiva e m outra
constante que pode ser associada a massa.
Considerando k = 0, obtemos

(—=V? +20405) ¥ = 0. (98)

Porém, a Eq. nos diz que ® (z) é da forma

O (z) = e~y (x.z). (99)

Substituindo este resultado na Eq. , obte-
mos

1
2m

040 (x,2%) = V20 (x,2%),  (100)
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que é igual a Eq. com Jy = 0. Assim
temos a equacao de Schrédinger, onde W (x,x4)
descreve a funcao de onda de uma particula
livre.

e Equacao de Pauli—-Schrodinger: re-
presentacao spinorial

Vamos tratar agora da construcao de uma
equacao de onda para as particulas com spin
%. Para isso podemos utilizar o prodecimento
de Dirac, mas agora de modo covariante, e
escrever uma equacgao de primeira ordem nas
derivadas do tipo

(iv'0u — k) ® =0, (101)
onde v* sao entes a serem determinados e ®
é a fungdo de onda da particula; esta equacao
deve ser tal que multiplicada por iy*d,, gere a
Eq. (100). Logo, multiplicando a Eq. ([101))
por (iy*0,, + k), obtemos

(=Y"+"0,0, — iky"0,) ® = 0. (102)
Para que esta expressao leve a equacao de
Schrodinger, os entes v* devem obedecer a
algebra de Clifford, ou seja,

Vb 1 V0 UV 1 Vo v
7= O ) = S A =

(103)
E com a Eq. (101]), a Eq. (102) torna-se

(—n""9,0, — k*) @ = 0,

ou seja a Eq. . Deste modo, utilizaremos,
por conveniéncia uma representacao na qual os
entes v sao dados por

i o; O 4 0 O
,y_ 0_0_1 ”y_ 7\/5 9

75=<0 ﬁ)

0 0
onde o; sdo as matrizes de Pauli e v/2 é a matriz
identidade 2 x 2 multiplicada por v/2. O objeto
® terd quatro componentes, da mesma forma
que na Eq. (mas com ¢ e y dependentes de
xt;p = 1,...,5). Portanto, na representacao

(104)
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em que k = 0, a Eq.(101)) se reduz a

o-Vip+205x =0,

—Veoup—o-vx =0, 1%

e é assim, como a Eq., uma equacao de
onda nao relativistica que descreve particulas
com spin % e massa m.

A consequéncia dessa formulagao covariante
é que todo aparato tedrico desenvolvido no caso
relativistico pode ser explorado no caso nao-re-
lativistico. Por exemplo, a densidade de La-
grangiana para a equacao de Pauli-Schrédinger
covariante é dada por

L= (iv"9, — k) ®,

similar ao caso relativistico. Podemos entao
introduzir, conduzidos pela covariancia, ter-
mos de interacao nao lineares, explorar as
transformacgoes de calibre abelianos ou nao-
abelianos, etc. Sao esses aspectos que tém
sido desenvolvidos na literatura, e aberto no-
vas perspectivas para a fisica da matéria con-
densada, de um ponto de vista teérico [56} [57].

IX. CONCLUSOES E OBSERVACOES
FINAIS

Neste trabalho apresentamos uma revisao
breve sobre o grupo de Galilei e desenvolve-
mos sua estrutura tensorial subjacente. As-
sim construimos um espago-tempo G onde as
transformacoes de Galilei sao obtidas por trans-
formagoes unitdrias. Por uma transformagao
de coordenadas, z? — (z* — 2°)/vV2 e 2° —
(z* 4+ 2°)/v/2, com z' mantidos invariantes,
temos que

2?2 = x? — 2zt = x? — ()2 + (252

Ou seja, a métrica fica diagonal, e passa ser
escrita como

o O O

(nuu) =

OO O O
oo o ~=Oo
oo~ oo
—_ o o oo

[an}
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Isto significa que G é o espaco de de Sitter em
(4+1) dimensoes. A fisica Galileana é obtida
quando fazemos a imersao no cone de luz desse
espago. Observe que no caso da fisica rela-
tivistica, para se obter resultados fisicos, de-
vemos fazer uma imersao para dentro do cone
de luz no espago de Minkowski em (3+1) di-
mensoes.

Como a fisica nao relativistica é obtida no
cone-de-luz, o grupo mais geral que deixa as
equagoes de movimento invariante é o grupo
conforme, definido em G. Este fato tem

sido explorado recentemente para o desenvolvi-
mento de teorias nao relativistica duais do tipo
AdS/CFT, para tratar com sistemas de spins
1/2 [56H58].
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0 navio mover-se na velocidade que vocé dese-
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Sagredo na segao 4.2 - “Galileo Speaks ...”
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e faleceu em Arcetri em 08/01/1642. Era filho
de Vicéncio Galilei e Julia di Cosimo degli
Ammanati. Infelizmente, em vista de dificul-
dades financeiras da familia, Galileu nao con-
seguiu completar um curso de estudos hu-
manisticos. Ao mesmo tempo que estudava
o latim e o grego trabalhava como apren-
diz de tecelao. O dominio da lingua latina
proporcionou-lhe o acesso a leitura de filésofos
e cientistas e também escrever as suas mais
importantes obras, além de possibilitar cor-
respondéncia com os eruditos da Europa.
Foi iniciado ao estudo da Légica pelo Padre
Valombrosano, entretanto, por interesse pa-
terno ele deveria seguir Medicina. Matriculou-
se entao na Universidade de Pisa onde estudou
Filosofia e Matematica, disciplinas necessarias
a citada carreira (aquela época). Era um in-
satisfeito com os seus mestres por intensifi-
carem as doutrinas de Aristételes, Platao e
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licoes euclidianas, ele prosseguiu com tais es-
tudos e com aqueles de Arquimedes. Decidiu-
se pela Matematica e gracas a ajuda do seu
amigo Marqués Guidobaldo del Monte, que o
recomendou, obteve a citedra de Matematica
em Pisa, aos 25 anos, por um periodo de trés
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[72]

[75]

anos. Além das dificuldades financeiras, o tra-
balho de professor nao era bem remunerado,
ele ainda nao gozava da simpatia de seus ve-
lhos colegas professores. Foi na Universidade
de Pisa, em 1591, que ele demonstrou, pela
primeira vez, perante alunos e mestres, que
todos os corpos, pesados ou leves, caem com
igual velocidade, demonstrando publicamente,
segundo a lenda, na torre inclinada de Pisa.
Gragas a ajuda de seu amigo del Monte e do
nobre florentino Filipe Salviati (homenageado
com o Salviati nos Didlogos ...) ele em 26 de
setembro de 1592, foi nomeado professor de
Matematica da Universidade de Padua, com
um contrato por seis anos. Ressalte-se que um
outro seu amigo Gianfrancesco Sagredo, de
Veneza, que tornou-se outro seu personagem,
no célebre livro, também o ajudou na obtengao
daquele posto universitario.

Nicolau Copérnico (1473 — 1543) , astrénomo e
cOnego polaco, introduziu na sua obra seminal
“De Revolutionibus Orbium Coelestium” (Das
Revolugoes dos Orbes Celestes), publicado no
ano de seu perecimento. Com o seu heliocen-
trismo, segundo Bassalo [73], ele retomou a
idéia de um universo heliocéntrico defendido,
anteriormente, por Aristarco de Samos (320 -
250), Oresme (1325 - 1382) e Nicolau de Cusa
(1401 - 1464). De acordo com esse modelo a
Terra é imével e gira em torno do Sol.

J.M.F. Bassalo, Crénicas da Fisica — Tomo 1.
Belém: GEU-UFPA (1987).

Claudio Ptolomeu (85-165) introduziu o mode-
lo de sistema planetario que leva o seu nome.
De acordo com o mesmo, a Terra permanece
imével e era o centro do sistema de planetas
em que vivemos.

De acordo com Nascimento [76] a presenca
de “linceu” no titulo dos “Didlogos ...” é
para indicar que o autor era membro da
Academia dos Linceus, fundada pelo principe
Frederico Cesi, em 1603. Na segunda jornada
do Dialogos, centraliza-se em neutralizar os ar-
gumentos tradicionais contra a rota¢do diurna
da Terra. Para consequir isto, Galilei intro-
duz o principio da relatividade do movimento,
bem como, o de conservagdo (inércia). Estes,
na realidade, subvertem as préprias bases da
Fisica aristotélica e constituem o unico meio
de descartar os argumentos contra a rotacao,
que sdo irrefutdveis dentro do quadro aris-
totélico da Fisica ...".

C.A.R. Nascimento, Para Ler Galileu Galilei
— Didlogo Sobre os Dois Mdximos Sistemas do

Mundo. Sao Paulo: Nova Stella-EDUC (1990).
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[77]
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[79]

Na relatividade galileana classica, a lei de com-
posicao de velocidades explicita que “a veloci-
dade de um corpo, em relagdo a um outro
em repouso, € igual a velocidade que ele a-
presenta em relacao a um outro corpo que se
desloca com wvelocidade constante em relagdo
ao corpo em repouso, acrescida desta ultima
velocidade”. Foi a partir desta lei e da lei da
inércia, incluidas em 1632 por Galilei no seu
Didlogos ..., que Isaac Newton (1642-1727)
elaborou o conceito do que seria consagrado
como um referencial inercial.

M. Gleiser, A Dan¢a do Universo — dos Mitos
de Criacao ao Big-Bang. Sao Paulo: Compa-
nhia das Letras (1997).

O filésofo italiano Giordano Bruno (1548-
1600) propds a realizagdo de experiéncias que
poderiam ser efetuadas a bordo de um navio
em movimento uniforme. Ele com isso con-
seguiu responder as criticas dos aristotélicos
que nao aceitavam o movimento da Terra.
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Bruno é também reconhecido como um dos
precursores do principio da independéncia
dos movimentos, ou principio da relativi-
dade cléassica, ou galileana do movimento, ou
principio da relatividade classica de Giordano
Bruno-Galileu-Newton [73].

Bassalo [73] cita Nicole d’Oresme (1325-1382)
que foi diretor do Colégio de Navarra da Uni-
versidade de Paris e realizou intmeros traba-
lhos importantes, sendo inclusive um dos ini-
ciadores da Geometria Analitica desenvolvida
por René Descartes e publicada em 1637. Ele
demonstrou a regra mertoniana “num movi-
mento uniformemente acelerado (diforme) a
distancia percorrida aumenta com o quadrado
do tempo”. Apesar disso, ele ndo conseguiu
enunciar a lei da queda livre dos corpos, o que
seria feito por Galilei, em 1638.
M. Nakahara, Geometry,
Physics. Bristol: IoP (1990).
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