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Apresentamos neste trabalho uma revisdo bibliogréafica sobre Fisica Quantica no Espago de
Fase. Neste contexto, enfatizamos o método da funcao de Wigner, que apresenta aplicagoes
em diversas areas, ao tempo em que demonstramos a importancia do mesmo nos estudos das
conexoes entre a mecanicas quantica e classica. Nesse sentido, estudamos as propriedades da
funcao de Wigner, definimos o produto-estrela e verificamos algumas de suas propriedades.
Ainda no context do espaco de fase, apresentamos outras funcoes distribuigoes, destacando
o papel da funcao de Husimi.
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In this work we presented a bibliographic review about quantum physics in phase space. In
this context, we give emphasize to the formalism of Wigner function which has been applied
in several areas, at same time in we present its relevance in the studies of the connections
between quantum mechanics and classical mechanics. In this sense, we study the properties
of Wigner function, define the star-product and also we verify some properties of the star-
product. We also presented other distribution functions, highlighting the role of the Husimi

function.
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I. INTRODUCAO

Uma abordagem para Mecanica Quantica
no espaco de fase parece bastante problematica
pelo fato do principio da incerteza estabelecer
a impossibilidade de se conhecer simultanea-
mente, com precisao arbitrdria, as posicoes g; e
os momentos p; de uma dada particula [1,2]. O
principio da incerteza, cuja relacao matematica
aparece a seguir [3] 4],

AgAp > h,

traz, de forma condensada, a diferenca funda-
mental entre a mecanica classica e a mecanica
quantica. E fato que, devido a este principio,
nao podemos localizar pontos no espaco de fase,
nem trajetérias que representam um sistema
fisico. Essa proibicao é de carater fundamental
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em teoria quantica, é uma questao de principio,
diferentemente do caso cldssico, onde a impos-
sibilidade de se conhecer as condigoes iniciais
¢ de ordem pratica. Decorre deste fato que na
mecanica quantica nao se pode utilizar fungoes
f(q,p) como observéaveis [4, [5]. Entretanto, o
espaco de fase é a variedade natural, onde as
equacoes de transporte sao escritas, e nesse sen-
tido, um formalismo que tratasse a mecanica
quantica no espaco de fase seria muito util,
tanto do ponto de vista tedrico quanto do ponto
de vista pratico. Nesse panorama, Wigner
propoe em 1932 o primeiro formalismo para a
mecanica quantica no espago de fase [6]. O
objetivo inicial de Wigner consistia em efetu-
ar corregoes quanticas a mecanica estatistica,
sem abandonar o conceito de espago de fase,
tendo em vista que problemas como a super-
fluidez do hélio nao poderiam ser resolvidos a
partir de uma teoria classica. Assim, o formal-
ismo de Wigner se desenvolveu, desde entao,
e tem demonstrado aplicabilidade em diversas
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areas, tais como fisica nuclear, fisica de plasma,
Optica quantica e fisica da matéria condensada.
Apesar de, historicamente, o método da fungao
de Wigner ter surgido dentro do contexto da
mecanica estatistica, o formalismo mostra-se
atil também a sistemas compostos por uma
Unica particula.

Uma das principais caracteristicas deste for-
malismo é que as variaveis dinamicas sao repre-
sentadas por fungoes sobre o espaco de fase, e
nao por operadores [0, [7]. O estado do sistema
é descrito pela chamada funcao de Wigner,
fw(gq,p), a qual possui a mesma informagao
sobre o sistema contida na funcao de onda e
satisfaz uma equacgdo andloga a de Liouville-
von Neumann, onde o comutador é substituido
pelo parénteses de Moyal. A motivagdao para
a introducao da funcao de Wigner tem como
origem a busca por uma distribuicao de proba-
bilidade associada ao espaco de fase, tal como
sucede com relacao ao formalismo cldssico via
a equacao de Liouville. Porém, fu (¢q,p) nao
pode ser interpretada como uma densidade de
probabilidade no sentido usual, porque, em-
bora seja real e normalizada, admite tantos
valores positivos quanto negativos, razao pela
qual é chamada de uma distribuicao de quase
probabilidade [7HI10]. Por outro lado, conforme
veremos neste trabalho, a funcao de Wigner
estd estreitamente relacionada com probabili-
dades associadas as medidas fisicas, no sen-
tido que valores esperados podem ser calcula-
dos utilizando o método de Wigner [11], 12].
Ainda no contexto do espaco de fase, outras
funcoes de distribuicao foram propostas, quais
sejam: Husimi (1940) [I3], Margenau e Hill
(1961) [14], Cohen (1966) [I5]. Contudo, o
arcabouco das aplicagoes dessas distribuicoes
alternativas apresentou-se limitado [7]. Um
destaque apresentado pela funcao distribuicao
de Husimi reside na sua nao-negatividade para
qualquer valor de q e p, porém, a positividade
da funcdo de Husimi traz como consequéncia
a obtencao de valores incorretos nos calculos
de probabilidades [7]. O estudo das fungoes
de distribuicao de probabilidades no espago de
fase quantico também sdo utéis no estabeleci-
mento das conexoes entre a mecanica classica
e a macanica quantica, conforme veremos no

desenvolvimento do presente trabalho.

Sendo assim, este trabalho possui o obje-
tivo de apresentar, de uma forma didatica, o
método da funcao de Wigner para mecanica
quantica no espaco de fase a professores e es-
tudantes de fisica, afim de divulgar essa inte-
ressante area da fisica e ampliar o nimero de
pessoas que possam discutir sobre o assunto.
O pré-requisito necessario para uma leitura efi-
caz deste texto é o conhecimento prévio de
mecanica quantica. Dessa forma, o presente ar-
tigo é apresentado com os seguintes tépicos: na
secao II apresentamos a equagao de Liouville-
von Neumann; na secao III definimos a funcao
de Wigner; na secao IV demonstramos algumas
propriedades da funcao de Wigner; na segao
V estudamos como é realizada a representacao
dos operadores no formalismo de Wigner, na
secao VI destacamos algumas propriedades do
produto estrela; na segao VII apresentamos
a equacao que dita a evolucao temporal da
funcao de Wigner, mostrando a conexao do for-
malismo de Wigner com a mecanica classica; na
secao VIII destacamos a equagao de autovalo-
res satisfeita pela funcdo de Wigner; na secao
IX estudamos outras distribuigoes no espaco de
fase; na segdo X apresentamos nossas conside-
ragoes finais e perspectivas.

II. A EQUACAO DE LIOUVILLE-VON
NEUMANN

Apresentamos nesta se¢ao, uma importante
equacao que nos serd util no decorrer do tra-
balho quando formos estudar a funcao de
Wigner. A equacéo de Liouville-von Neumann,
que deduziremos a seguir, é uma das equacoes
fundamentais da mecanica quantica, pois trata
da evolugao temporal da matriz densidade.
Uma de suas importantes caracteristicas, é o
fato de ser totalmente independente da repre-
sentacao utilizada para definir os operadores.
Em esséncia, o objetivo da mecénica estatistica
quantica é o estudo das solucoes desta equagao.

O problema de muitos corpos na mecanica
quantica usual pode ser estudado via um
tratamento estatistico, sendo que o estado
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macroscopico de um sistema pode ser represen-
tado mediante a matriz densidade [16],

p= Zw [9:(0)) (i(B)]

onde {|1;(t))} sao os estados macroscépicos do
ensemble estatistico e w; = % é 0 peso es-
tatistico para o estado quantico |¢;(t)). A ma-
triz densidade p contém todas as informacoes
sobre o sistema. O valor esperado de um ope-
rador A na formulacao da mecanica estatistica
quantica é dado por

(A) =Tr(pA).

A matriz densidade, p, apresenta as seguintes
propriedades,

(i) hermiticidade: pf = p;
ii) traco unitario: Trp = 1.
G p

Uma equacao de evolucao temporal para
a grandeza p pode ser deduzida a partir da
equacao de Schroedinger,

.0

com H(t) = K +V (K representa a energia
cinética e V' a energia potencial do sistema).
Dado que p(t) = |¢i(t))(¥i(t)| (por simplici-
dade consideramos um estado puro), temos

op(t) 0 )
5 = (v@ONWO+[0@) (5 (@)1

1 1
= SH®YO) ()] = (1)) ()],

7

O que nos fornece

n%20 _ (11(1), (1), 1)

que é a equacao de Liouville-von Neumann.
Como podemos perceber, estamos trabalhando
na representacao de Schroedinger, onde a ma-
triz densidade evolui com o tempo.

Mostramos a seguir que a partir de p
é possivel introduzir uma formulacao da
mecanica quantica no espaco de fase, conhecida
como método da fungao de Wigner.

III. A FUNCAO DE WIGNER

O conceito de espago de fase na mecanica
quantica é bastante problemadtico. Devido ao
principio da incerteza de Heisenberg, que a-
testa que uma particula nao pode ter simul-
taneamente posicao e momento bem definidos,
também nao é possivel definir uma verdadeira
distribuicao de probabilidades no espago de
fase. No entanto, fungdes que possuem um
conteudo de espaco de fase, fungoes de quase-
distribuicao de probabilidades, tem demons-
trado grande utilidade no estudo de sistemas
quanticos. Essas fungoes nao sao uteis somente
como ferramentas de calculo, mas também nos
fornecem informagoes que conectam a mecanica
quantica com a mecanica cldssica.

Nesse sentido, a fun¢ao de Wigner fyy(q, p)
é definida, como uma espécie de transformada
de Fourier dos elementos da matriz densidade
[6) [7], ou seja,

_ 1Pz
fw(g,p) = (27h) 3/dzexp (%) X
z z
(a=slelar3), @
ou ainda,

filasp) = (2nh)° [ dbesp (,j’“) .

Até aqui a exposicdo envolve o operador
densidade, que pode descrever estados puros e
impuros. Contudo, o principal foco deste tra-
balho nao estd na mecanica estatistica. Assim,
podemos considerar o sistema quantico descrito
por um estado puro [¢)) e o correspondente o-
perador densidade sendo dado por p = |[¢)(¢)].
Desse modo, a definicao da funcao de Wigner
se reduz a

fwlq.p) = (27Th)_3/dze><p (”’;:) X

W e+ Z)el-3) @

O leitor recordara, a partir de bibliografia
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em teoria de probabilidades, que uma dis-
tribuicao de probabilidade, por definicdo, é
sempre positiva [I7].  Conforme j& men-
cionamos na introdugdo deste trabalho, a
funcdo de Wigner nao representa uma dis-
tribuicao de probabilidade, pelo fato de assumir
valores positivos e negativos. De fato, se fiyq
e fwp sao duas fungoes de Wigner associadas,
respectivamente, aos estados |a) e |3), entao

{alB)[?
= (2nh)~* / fwala, p) fwalq, p)dadp.  (5)

Percebemos que o lado esquerdo da Eq. é
positivo ou nulo (se os kets forem ortogonais).
No 1ultimo caso, temos, como consequéncia, a
integral nula. Como fw, e fiyg nao sao ne-
cessariamente nulas, em geral, resulta que fiyo
e fwp devem assumir valores negativos e posi-
tivos, de tal forma a anular a referida integral.
Considerando que qualquer probabilidade deve
ser positiva, fica justificada a afirmacao de que
a funcao de Wigner nao representa uma dis-
tribuicao de probabilidade nos espaco de fase.

IV. PROPRIEDADES DA FUNCAO DE
WIGNER

Estudamos mnesta secao algumas pro-
priedades da fungdo de Wigner. Sao essas
propriedades que atribuem ao método pro-
posto por Wigner o ‘status’ de descricao
alternativa ao formalismo da funcao de onda
da mecanica quantica. Como vimos nas secoes
anteriores, embora a funcao de Wigner nao
seja classificada como uma distribuicao de
probabilidades, densidades sao obtidas a partir
da integragdo da funcao de Wigner, como
veremos a seguir.

A. Propriedade 1

A densidade de probabilidade associada a
posicao é obtida mediante a integracao, ou

projecao, da funcao de Wigner nos ‘momenta’,

hmwz/mwmwzmm» (6)

Demonstragao —

Para demonstrar esta propriedade, o ponto
de partida serd a definicdo da funcao de
Wigner. Substituindo a Eq. na Eq. @,
obtemos

/fw(q,p)dp = (27T7i)_3/dpdze><p (”;:) x
z z
<(a=3|ele+3)-
Realizando a integracao em p, resulta
z z
/fw(q,p)dp = /dz <q— §’p’q+ §> x

X [(27Th)_3/dpexp <”’;:)] :

Notamos que o termo entre colchetes corres-
ponde a delta de Dirac, §(z), assim,

z z
/fw(q’p)dp = /dz <q - 5‘ p ‘q + §> 5(2).
Utilizando a propriedade da func¢ao delta,
[r@iwar=s0. @

chegamos a

/mmwwzmmx

como queriamos demonstrar.

B. Propriedade 2

A densidade de probabilidade associada ao
momentum é obtida mediante a integragao, ou
projecao, da funcao de Wigner nas posigoes.
No vocabulario préprio da estatistica, os resul-
tados estabelecidos nas propriedades 1 e 2 sao
denominadas distribui¢oes marginais [17],

M@Pz/mmwwzwmm (8)
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Demonstragao —

Para demonstrar esta propriedade, partimos
novamente da definicdo da funcao de Wigner.
Substituindo a Eq. (3) na Eq. (7), obtemos

/ fw(q,p)dq = (2wh) ™3 / dgdk x

—igk k k
xexp | — pP—3 PP+§ .

Com a realizagao a integragao em ¢, resulta

/fw(q,p)dq = /dk<p—];‘p’p+l;> X

X [(ZWH)_s/dqexp <_;§kﬂ :

Notamos que o termo entre colchetes nova-
mente é a delta de Dirac, conforme Eq. ,
portanto,

[ twania= [ (o= 5|olp+ ) ot

Utilizando a propriedade da funcao delta em
(7)), alcangamos

/ fw (@ p)dq = (plplp).

como queriamos demonstrar.

C. Propriedade 3

A normalizacao da funcdo de Wigner. Esta
propriedade é equivalente a propriedade (ii)
satisfeita pela matriz densidade,

/ fw(q,p)dqdp = Trp = 1. 9)

Demonstracao —
Para demonstrar esta propriedade, conside-

ramos a definicao da funcao de Wigner. Subs-
tituindo a Eq. na Eq. @, obtemos

/fW(q p)dgdp = (27rh)3/dqdpdz X
ip

LDz z z
8 eXp(h) (a=3]ela+3).

Com a integragao em p, temos
z z
fw(a,p)dgdp = [ dqdz <q - 5‘ p ‘q§>

+ [(QWh)_g/dpexp (”’;)] .

Notamos que o termo entre colchetes corres-
ponde a delta de Dirac, §(z). Logo, obtemos

/fw(qvp)dqdpz/dqu <q— %‘p‘q+g>5(2)-

Utilizando novamente a propriedade da fungao
delta em resulta

/fw(qvp)dqdp = /dQ<Q|P|Q> =Trp=1,

como queriamos demonstrar.

Em seus trabalhos, Wigner
também, que qualquer funcao distribuicao
que satisfaga as trés propriedades destacadas
acima, assumem valores negativos para algum
ponto no espaco de fase (p, q) [7].

E til destacar que as trés propriedades
demonstradas acima, que estabelecem os resul-
tados que obtemos quando projetamos a funcao
de Wigner em alguma direcao particular, sao
interessantes no estudo de inversao tomografica
e nos processos de reconstrucao da funcao de
onda. Em particular, o trabalho destacado
na referéncia [I8] traz uma algoritmo de in-
versao tomografica para reconstruir a funcao
de Wigner e sua respectiva fungdo de onda ou
matriz densidade. Esse método fornece impor-
tantes aplicacoes em fisica atdmica e molecular
e em Optica quantica.

Outro trabalho com relevancia prética é o
citado na referéncia [19], o qual esbo¢a um
procedimento de medicao da fungao de Wigner
correspondente ao campo eletromagnético apri-
sionado numa cavidade. Este experimento é in-
teressante no sentido de fornecer o significado
fisico da distribuicdo de Wigner.

mostrou

D. Propriedade 4

A funcao de Wigner é diferente de zero
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numa regiao cujo volume do espaco de fase é,
pelo menos, igual a % Dessa forma, percebe-
mos que a fungao de Wigner traz implicita a
informacao bésica do principio da incerteza, ou
seja, ela nao pode ser localizada exatamente

tanto em p quanto em ¢ (simultaneamente),

| fw (g, p)] <

S

V. OPERADORES NA
REPRESENTACAO DE WIGNER

Até o momento, vimos como obter uma
funcao real no espago de fase correspondente
ao operador densidade p. Porém, o método de
Wigner nos permite generalizar esse procedi-
mento, ou melhor, dado um operador quantico,
A(Q,P), é possivel encontrar uma fungao
classica Aw(q,p) correspondente a A(Q, P).
Denominaremos a funcao Ay de equivalente de
Wigner de A. Assim, o equivalente de Wigner
do operador quantico A é dado por

Awl(q,p) = /dzexp (”’;) X
x(a=2|A@P)|a+3), (10)

ou

—igk
Aw(q,p) = /dkeXp< }_f )><

x <p— I;'A(Q,P) ’p+§>.(11)

As fungoes Aw (g, p) possuem propriedades
andlogas as satifeitas pela funcao de Wigner,
cujas demonstragoes ficarao como um exercicio
para o leitor. Também é instrutivo salientar
que as equagoes e sao equivalentes a
regra de Weyl, que define o anédlogo classico de
um dado operador quantico [11].

A. Propriedades dos Operadores na
Representacao de Wigner

(iii) O valor esperado de um observavel,
num estado [¢)) pode ser determinado, no

método de Wigner, a partir da equagao

(4) = (Y|Alp) Z/dqdpAw(q,p)fw(q,p)
= Tr(pA).

Outras propriedades estao

destacadas a seguir

(iv)

importantes

/ dpAw (4, p) = (27h) ™ (g Alg),
)
/ dgAw (g, p) = (27h) ™ (p|Alp).

Observe que as propriedades (iv) e (v) sao
analogas as ja demonstradas para a fun¢ao de
Wigner, e suas demonstracoes ficam como e-
xercicio para o leitor.

Uma outra caracteristica interessante do
método de Wigner diz respeito a transformada
de Weyl do produto de dois observaveis, AB.
No método de Wigner, quando queremos repre-
sentar o produto de dois observaveis, AB, em
funcao dos equivalentes de Wigner de A e B,
utilizamos a relacao

(AB)w = Aw(q,p) exp (iZA)Bw(q,p),
(12)

com
— —

L9079 93

~ Opdg  0qp’
A Eq. foi demonstrada por Groenewold
(1946) [20] e também discutida por Imre, Oz-
izmir, Rosenbaum e Zweifel (1967) [1I]. O
produto deformado entre os equivalentes de
Wigner Ay e By, através de exp %, tem sido
chamado de produto estrela (x) [7HI],
e
ih 09 _ 99 ]

2 Gpag ~ dqap

Dessa forma, a Eq. (12) fica escrita como

(AB)w = Aw(q,p) * Bw(q,p)- (13)
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O produto estrela, também conhecido na li-
teratura como produto de Moyal, introduz um
novo campo na matematica denominado de ge-
ometria nao-comutativa. De um ponto de vista
histérico, a geometria nao comutativa teve
origem nos trabalhos de Weyl e Moyal [211, 22],
0os quais estudaram procedimentos de quan-
tizacao no espaco de fase. Contudo, foi Snyder
o primeiro a desenvolver uma teoria consistente
para coordenadas de espacos nao-comutativos
[23]. Nas ultimas décadas, a geometria nao-
comutativa tem recebido destaque, devido a al-
guns resultados da gravitacao, da matéria con-
densada e da teoria de cordas. Nesse sentido,
devido a importancia que o produto estrela e-
xerce nos trabalhos acerca do método da funcao
de Wigner, estudaremos algumas propriedades
satisfeitas por essa algebra, que terao utilidade
na leitura das equacoes satisfeitas pela funcao
de Wigner. Logo, a Eq. possui uma im-
portancia central neste trabalho.

VI. PROPRIEDADES DO PRODUTO
ESTRELA

Por uma questao de objetivo, as demonstra-
coes dessas propriedades foram omitidas, mas
podem ser visualizadas nas referéncias [24H27]
e suas demonstragoes ficam como um exercicio
para o leitor.

A. Quando um dos fatores é constante

Quando um dos fatores é constante, o pro-
duto estrela se trivializa.

cx fla,p) = fla,p) xc = cf(q,p).

B. O Operador Estrela

O produto estrela entre duas fungoes no
espaco de fase eleva uma delas a categoria de

operador.

f(q,p)*g9(q,p)
10 h
= flg+ %3_;,19 - %3_;)9(61,17)

ihg p+ %5(1).

= f(q,p)g(q — 5

C. Associatividade

O produto estrela é associativo.

(f(g:p)xg(q,p))*h(q,p) = f(q,p)*(9(q, p)xh(q,p)).

D. Comutatividade

O produto estrela nao é comutativo.

f(q,p)xg(q,p) # 9(a,p) * f(q,p).

E. O Produto Estrela e a Conjugagao
Complexa

A conjugacao complexa inverte a ordem do
produto estrela.

(f*xg)t =g *f.

F. A Integracao do Produto Estrela

Ao se efetuar uma integracao do produto
estrela entre duas funcGes no espaco de fase,
esse produto se triaviliza dentro da integral. E
evidente que para essa propriedade fazer sen-
tido é necessario a convergéncia da integral.
A condigao necessaria para que a convergeéncia
ocorra é que as funcoes sejam nulas no infinito.
Esta propriedade também é entendida como a
ciclicidade do trago no espaco de fase.

/f(q,p)*g(q,p)dqdpz /f(q,p)g(q,p)dqdp-
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VII. EVOLQQAO TEMPORAL DA
FUNCAO DE WIGNER

Dada uma fungao de Wigner num instante
inicial, é possivel se determinar a funcao de

Wigner correspondente a um instante poste-
rior. Da Eq. , resulta

im0 _ (1)) — ) (1),

e aplicamos o operador

s 22 (4= 2| fg+
(27h) /dzexp<h><q 2.q+2>,

a ambos os lados da equacao. Como resultado,
obtemos

. 8 ) 7t
thVV(aqtp) = HW(Q7p7t>*fW(Q7pvt)

- fW(q7p7 t) *HW(qvpvt)

Definindo o colchete de Moyal,
{a,b}py =a*xb—bxa,
podemos escrever

- = {Hw (), fw (g, p,t)}m-

(14)
Esta equacao dinamica, conforme se pode
observar, é muito semelhante a equacao de
Liouville-von Neumann. Vale ressaltar que
o referido colchete de Moyal pode ser escrito
também como segue

{a(g,p),b(q,p) M = %a(q,p)sen {ZLA} b(q, p),

expressao que se encontra diretamente a partir
do produto estrela, levando-se em consideracao
a expansao em série dos operadores exponenci-
ais. B importante mencionar que, no limite no
qual a constante de Planck (dividida por 2m),
h, é considerada pequena, a equacao dinamica
para a funcao de Wigner pode ser escrita

2w (@, p,0()

ot = {Hw(t), fw(q,p,1)}, (15)

onde { ., .} simboliza o tradicional colchete
de Poisson. Vemos assim, que a funcao de
Wigner obedece, no limite quando a constante
de Planck tende a zero, a equagao de Liouville
classica, com Hyy substituindo a fungao hamil-
toniana. Contudo, ha casos em que Hys co-
incide com a fungao hamiltoniana cléssica, su-
gerindo qua a equacao dinamica satisfeita pela
funcao de Wigner seja a equacao de Liouville-
von Neumann. Nesses casos, percebemos a
importancia do método de Wigner no estudo
do limite classico e no desenvolvimento de
métodos semiclassicos.

Nossa discussao até aqui limitou-se a anali-
sar o método de Wigner baseado na descri¢ao
de Schroedinger da mecanica quantica. Con-
tudo, é possivel desenvolver um tratamento
semelhante ao até aqui exposto em termos de
operadores expressos na descricao de Heisen-

berg. Neste caso, escrevemos a equacao de
Heisenberg como
0A(t
20 _ g, aw, o

e utilizando um procedimento semelhante ao
que nos levou a Eq. ((14)), alcancamos

i OAw (@0

= = {Aw (), Hw(q,p,t)} -

(17)
Usando novamente a expansao em série de
poténcias e tomando o limite cldssico (h — 0),
chegamos a

) OHwy

= — 1
) OHwy

= =W 1
p 94 (19)

Nos casos em que Hyy coincide com a hamilto-
niana classica, 0 mesmo ocorre com as variaveis
q e p. Portanto, nestes casos, as equagoes (|18

tornam-se

OH
) |

onde g e p agora podem ser identificados como
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as varidveis dinamicas classicas, e a equacgoes
com as equagoes canonicas da mecanica
classica. Este fato nos mostra que o método de
Wigner é compativel com o Principio da Cor-
respondéncia.

VIII. EQUACAO DE AUTOVALORES

Além de todas as semelhancas entre o for-
malismo usual da mecanica quantica e o for-
malismo de Wigner que ja foram observadas,
hé ainda uma bastante interessante, que nos
permite determinar a funcao de Wigner sem a
necessidade do conhecimento prévio de 1(q).
Dada a equacao de autovalores no formalismo
usual

H(q)¥(q)

temos que a funcdo de Wigner obedece a
seguinte equacao-estrela

= E(q),

H(q,p) * fw(q,p) = Efw(q,p), (22)

onde E é o autovalor de energia de ¥(q).

Para ilustrar o uso da Eq. , tomemos o
tradicional problema do oscilador harmoénico.
E til lembrar que nas referéncias [7, 28] a
funcao de Wigner para os autoestados do os-
cilador harmonico foram obtidas mediante o
uso da Eq. . Entretanto, nesse ponto da
discussao, procuraremos a funcao de Wigner
por meio da Eq. . Neste caso, temos que
H = p+q (comm =1ew=1). Assim a Eq.
(122) se torna

((a+ 500+ 0= 52° =28 fwla) =

(23)
Nosso objetivo é solucionar a Eq. . Nesse
caminho, separando a parte real da parte ima-
gindria, obtemos para a parte imaginaria a
seguinte expressao

(q0p — pOy) fw (g, p),

que restringe a dependéncia de fy (g, p) a ape-
nas uma varidavel, dada por z = 4H/h =

2(x? + p?)/h. Com isto, a parte real da Eq.
se torna uma simples equacao diferencial,
ou seja,

G-att-0.- Dfw(:)=0.  (20)
Tomando fy(z) = exp(—z/2)L(z) e substi-

tuindo em , chegamos a equacao

E 1
(zaf +(1=0.) =5 - 2) L(z) =0, (25)
que é a equacgao diferencial de Laguerre, e cuja
solucao conhecida é:

n!

Ln(2) = (26)

Sendo assim, a funcao de Wigner torna-se

1"
fivia.) = S e, amm), )
com Ly=1, L1 =1—4H/h, ... . A funcdo de
Wigner representada na Eq. é coincidente

com a destacada na literatura [7], obtida com

o uso de .

IX. OUTRAS DISTRIBUICAO NO
ESPACO DE FASE

Grande parte das revisoes bibliograficas so-
bre mecanica quantica no espaco de fase se res-
tringem a tratar da funcao de Wigner. Porém,
no intuito de fornecer ao leitor um tratamento
diversificado, examinaremos agora outras dis-
tribuicGes no espaco de fase.

Um procedimento para gerar fungoes dis-

tribuigao foi proposto por Cohen em 1966 [15],
e depois examinado por Summerfield e Zweifel

em 1969 [I1]. Eles sugeriram a expressao bem
geral
felg,p) = (2wh)™ /dq/dpx

xg(¢—d¢,p—p)fwla,p), (28)

para a funcao de distribuicdo do estado puro
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(q), com
§pr):t/}kﬂhTXPf—@/hxaq—FTPHQQLT)

Notamos que f, é simplesmente a fun¢ao fyy in-
tegrada com outra funcao g. O requisito basico
que leva a Eq. é que f, se transforma cor-
retamente com relacdo ao deslocamento espa-
cial ¥(q) — (g —a), e com rela¢ao a mudanga
de um sistema de coordenadas em movimento
uniforme, ¥(q) — exp(imvq)(q). Essas pro-
priedades podem ser confirmadas diretamente
pelo leitor.

Cohen também apontou que é possivel obter
distribuigoes cuja dependéncia da funcao de
onda do sistema é diferente da simples escolha
de g(o,7) dependente de 1(q). Por exemplo,
podemos escolher

o) = [dev (a-a0°F) v (4+ @),

onde gg ¢ um valor arbitrario de q. Essa escolha
para g(o, 7) satisfaz g(0,7) = 1 e g(0,0) =1 de
forma que as distribui¢cbes marginais corretas
sao obtidas.

Um escolha de g(g,p) muito interessante é
dada por

(h) L exp (—¢*/a) x
x exp (—ap®/h?).

O uso dessa funcao apresentada na Eq.
foi proposto por Husimi em 1940 [13] e, desde
entao, tem sido estudada por um grande
numero de autores. Esta proposta leva a funcao
distribuicao de Husimi, fg(q,p), que é nao-
negativa para todo g e p. Podemos confirmar
tal propriedade notando que g(¢ —¢',p — p'; )
¢ a funcao de Wigner fy,, obtida a partir da
funcao de onda do estado fundamental do os-
cilador harmonico deslocado,

Yopdse) = (wh)"exp (~(d — 9)*/20) x
X exp (—iapq’/h).

9(q,p; )
(29)

Se a funcao de Wigner em questao, fy ¢, cor-

10

responde a fungao de onda 1(q), entao

fr(q,p) / dq'dp’ fwap(d', ") fwe(d', p')

2
> 0.

(2rh) !

/w%ﬂwww

(30)

E possivel mostrar, utilizando as ultimas ex-
pressoes, que para obtermos uma funcao dis-
tribuicao positiva, as propriedades 1, 2 e 3, sa-
tisfeitas pela funcao de Wigner, sdo violadas. A
distribuicao de Husimi encontra aplicacoes em
diversos contextos, dentre os quais destacam-se
a Optica quantica, computagao quantica e pro-
blemas da teoria eletromagnética. Em particu-
lar, destacam-se as aplicagoes atuais no campo
da computacao quantica que aparecem na re-
feréncia [29] que estabelecem como represen-
tar a evolucao de um computador quantico
e que também determinaram as funcoes de
Wigner e de Husimi para os estados que sao
relevantes em computacdo quéantica. Ainda
no contexto da referéncia [29], ficaram esta-
belecidas algumas propriedades dos algoritmos
quanticos no espago de fase e também foi rea-
lizada uma analise do algoritimo de busca de
Grover no espago de fase. A referéncia [30]
também merece destaque pelo fato de mostrar
a eficéncia de algoritmos quanticos analisados
com o uso das funcoes de Wigner e de Husimi,
além de ser estabelecida uma comparagao de
tais procedimentos com a computagao classica.

X. CONSIDERACOES FINAIS

Realizamos neste trabalho uma anélise
sucinta do método da fungao de Wigner. Vi-
mos que este método traz uma alternativa para
se descrever a mecéanica quantica no espacgo de
fase. No decorrer do trabalho verificamos algu-
mas propriedades da funcao de Wigner, como
por exemplo, as que estabelecem como calcu-
lar probabilidades e valores esperados. Porém,
ainda no contexto estatistico, vimos que a
fungao de Wigner nao pode ser classificada
como uma auténtica distribuicao de probabili-
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dades, pelo fato de admitir valores negativos.
Vimos também que o método proposto por
Wigner mostra-se interessante para na andlise
de questoes relacionadas ao limite classico da
mecanica quantica. Também estudamos ou-
tras funcoes distribuicao de probabilidades no
espago de fase, como por exemplo a distribuicao
de Husimi, e visualizamos algumas areas onde
podemos aplica-las. E ttil destacar que forma-
lismos para a mecanica quantica nos espaco de
fase estdao sendo discutidos em diferentes con-
textos, dentre os quais se destacam os traba-
lhos especificados nas referéncias [31H36], que
estabeleceram um formalismo autocontido para

se determinar a funcao de Wigner, mediante a
solucao da equacao de Schroedinger no espaco
de fase. Nesse panorama, nossas perspectivas
sao as seguintes: estudar aplicacoes da fungao
de Wigner em computacao quantica e continu-
ar as pesquisas em andamento que tratam a
mecanica quantica no espaco de fase.
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