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Apresentamos neste trabalho uma revisão bibliográfica sobre F́ısica Quântica no Espaço de
Fase. Neste contexto, enfatizamos o método da função de Wigner, que apresenta aplicações
em diversas áreas, ao tempo em que demonstramos a importância do mesmo nos estudos das
conexões entre a mecânicas quântica e clássica. Nesse sentido, estudamos as propriedades da
função de Wigner, definimos o produto-estrela e verificamos algumas de suas propriedades.
Ainda no context do espaço de fase, apresentamos outras funções distribuições, destacando
o papel da função de Husimi.
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In this work we presented a bibliographic review about quantum physics in phase space. In
this context, we give emphasize to the formalism of Wigner function which has been applied
in several areas, at same time in we present its relevance in the studies of the connections
between quantum mechanics and classical mechanics. In this sense, we study the properties
of Wigner function, define the star-product and also we verify some properties of the star-
product. We also presented other distribution functions, highlighting the role of the Husimi
function.
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I. INTRODUÇÃO

Uma abordagem para Mecânica Quântica
no espaço de fase parece bastante problemática
pelo fato do prinćıpio da incerteza estabelecer
a impossibilidade de se conhecer simultanea-
mente, com precisão arbitrária, as posições qi e
os momentos pi de uma dada part́ıcula [1, 2]. O
prinćıpio da incerteza, cuja relação matemática
aparece a seguir [3, 4],

∆q∆p ≥ ~,

traz, de forma condensada, a diferença funda-
mental entre a mecânica clássica e a mecânica
quântica. É fato que, devido a este prinćıpio,
não podemos localizar pontos no espaço de fase,
nem trajetórias que representam um sistema
f́ısico. Essa proibição é de caráter fundamental
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em teoria quântica, é uma questão de prinćıpio,
diferentemente do caso clássico, onde a impos-
sibilidade de se conhecer as condições iniciais
é de ordem prática. Decorre deste fato que na
mecânica quântica não se pode utilizar funções
f(q, p) como observáveis [4, 5]. Entretanto, o
espaço de fase é a variedade natural, onde as
equações de transporte são escritas, e nesse sen-
tido, um formalismo que tratasse a mecânica
quântica no espaço de fase seria muito útil,
tanto do ponto de vista teórico quanto do ponto
de vista prático. Nesse panorama, Wigner
propõe em 1932 o primeiro formalismo para a
mecânica quântica no espaço de fase [6]. O
objetivo inicial de Wigner consistia em efetu-
ar correções quânticas à mecânica estat́ıstica,
sem abandonar o conceito de espaço de fase,
tendo em vista que problemas como a super-
fluidez do hélio não poderiam ser resolvidos a
partir de uma teoria clássica. Assim, o formal-
ismo de Wigner se desenvolveu, desde então,
e tem demonstrado aplicabilidade em diversas
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áreas, tais como f́ısica nuclear, f́ısica de plasma,
óptica quântica e f́ısica da matéria condensada.
Apesar de, historicamente, o método da função
de Wigner ter surgido dentro do contexto da
mecânica estat́ıstica, o formalismo mostra-se
útil também a sistemas compostos por uma
única part́ıcula.

Uma das principais caracteŕısticas deste for-
malismo é que as variáveis dinâmicas são repre-
sentadas por funções sobre o espaço de fase, e
não por operadores [6, 7]. O estado do sistema
é descrito pela chamada função de Wigner,
fW (q, p), a qual possui a mesma informação
sobre o sistema contida na função de onda e
satisfaz uma equação análoga à de Liouville-
von Neumann, onde o comutador é substitúıdo
pelo parênteses de Moyal. A motivação para
a introdução da função de Wigner tem como
origem a busca por uma distribuição de proba-
bilidade associada ao espaço de fase, tal como
sucede com relação ao formalismo clássico via
a equação de Liouville. Porém, fW (q, p) não
pode ser interpretada como uma densidade de
probabilidade no sentido usual, porque, em-
bora seja real e normalizada, admite tantos
valores positivos quanto negativos, razão pela
qual é chamada de uma distribuição de quase
probabilidade [7–10]. Por outro lado, conforme
veremos neste trabalho, a função de Wigner
está estreitamente relacionada com probabili-
dades associadas às medidas f́ısicas, no sen-
tido que valores esperados podem ser calcula-
dos utilizando o método de Wigner [11, 12].
Ainda no contexto do espaço de fase, outras
funções de distribuição foram propostas, quais
sejam: Husimi (1940) [13], Margenau e Hill
(1961) [14], Cohen (1966) [15]. Contudo, o
arcabouço das aplicações dessas distribuições
alternativas apresentou-se limitado [7]. Um
destaque apresentado pela função distribuição
de Husimi reside na sua não-negatividade para
qualquer valor de q e p, porém, a positividade
da função de Husimi traz como consequência
a obtenção de valores incorretos nos cálculos
de probabilidades [7]. O estudo das funções
de distribuição de probabilidades no espaço de
fase quântico também são utéis no estabeleci-
mento das conexões entre a mecânica clássica
e a macânica quântica, conforme veremos no

desenvolvimento do presente trabalho.

Sendo assim, este trabalho possui o obje-
tivo de apresentar, de uma forma didática, o
método da função de Wigner para mecânica
quântica no espaço de fase a professores e es-
tudantes de f́ısica, afim de divulgar essa inte-
ressante área da f́ısica e ampliar o número de
pessoas que possam discutir sobre o assunto.
O pré-requisito necessário para uma leitura efi-
caz deste texto é o conhecimento prévio de
mecânica quântica. Dessa forma, o presente ar-
tigo é apresentado com os seguintes tópicos: na
seção II apresentamos a equação de Liouville-
von Neumann; na seção III definimos a função
de Wigner; na seção IV demonstramos algumas
propriedades da função de Wigner; na seção
V estudamos como é realizada a representação
dos operadores no formalismo de Wigner, na
seção VI destacamos algumas propriedades do
produto estrela; na seção VII apresentamos
a equação que dita a evolução temporal da
função de Wigner, mostrando a conexão do for-
malismo de Wigner com a mecânica clássica; na
seção VIII destacamos a equação de autovalo-
res satisfeita pela função de Wigner; na seção
IX estudamos outras distribuições no espaço de
fase; na seção X apresentamos nossas conside-
rações finais e perspectivas.

II. A EQUAÇÃO DE LIOUVILLE-VON
NEUMANN

Apresentamos nesta seção, uma importante
equação que nos será útil no decorrer do tra-
balho quando formos estudar a função de
Wigner. A equação de Liouville-von Neumann,
que deduziremos a seguir, é uma das equações
fundamentais da mecânica quântica, pois trata
da evolução temporal da matriz densidade.
Uma de suas importantes caracteŕısticas, é o
fato de ser totalmente independente da repre-
sentação utilizada para definir os operadores.
Em essência, o objetivo da mecânica estat́ıstica
quântica é o estudo das soluções desta equação.

O problema de muitos corpos na mecânica
quântica usual pode ser estudado via um
tratamento estat́ıstico, sendo que o estado
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macroscópico de um sistema pode ser represen-
tado mediante a matriz densidade [16],

ρ =
∑
i

ωi |ψi(t)〉 〈ψi(t)| ,

onde {|ψi(t)〉} são os estados macroscópicos do
ensemble estat́ıstico e ωi = Ni

N é o peso es-
tat́ıstico para o estado quântico |ψi(t)〉. A ma-
triz densidade ρ contém todas as informações
sobre o sistema. O valor esperado de um ope-
rador A na formulação da mecânica estat́ıstica
quântica é dado por

〈A〉 = Tr(ρA).

A matriz densidade, ρ, apresenta as seguintes
propriedades,

(i) hermiticidade: ρ† = ρ;

(ii) traço unitário: Trρ = 1.

Uma equação de evolução temporal para
a grandeza ρ pode ser deduzida a partir da
equação de Schroedinger,

i~
∂

∂t
|ψi(t)〉 = H(t)|ψi(t)〉,

com H(t) = K + V (K representa a energia
cinética e V a energia potencial do sistema).
Dado que ρ(t) = |ψi(t)〉〈ψi(t)| (por simplici-
dade consideramos um estado puro), temos

∂ρ(t)

∂t
= (

∂

∂t
|ψ(t)〉)〈ψ(t)|+ |ψ(t)〉( ∂

∂t
〈ψ(t)|)

=
1

i~
H(t)ψ(t)〉〈ψ(t)| − 1

i~
ψ(t)〉〈ψ(t)|,

o que nos fornece

i~
∂ρ(t)

∂t
= [H(t), ρ(t)], (1)

que é a equação de Liouville-von Neumann.
Como podemos perceber, estamos trabalhando
na representação de Schroedinger, onde a ma-
triz densidade evolui com o tempo.

Mostramos a seguir que a partir de ρ
é posśıvel introduzir uma formulação da
mecânica quântica no espaço de fase, conhecida
como método da função de Wigner.

III. A FUNÇÃO DE WIGNER

O conceito de espaço de fase na mecânica
quântica é bastante problemático. Devido ao
prinćıpio da incerteza de Heisenberg, que a-
testa que uma part́ıcula não pode ter simul-
taneamente posição e momento bem definidos,
também não é posśıvel definir uma verdadeira
distribuição de probabilidades no espaço de
fase. No entanto, funções que possuem um
conteúdo de espaço de fase, funções de quase-
distribuição de probabilidades, tem demons-
trado grande utilidade no estudo de sistemas
quânticos. Essas funções não são úteis somente
como ferramentas de cálculo, mas também nos
fornecem informações que conectam a mecânica
quântica com a mecânica clássica.

Nesse sentido, a função de Wigner fW (q, p)
é definida como uma espécie de transformada
de Fourier dos elementos da matriz densidade
[6, 7], ou seja,

fW (q, p) = (2π~)−3

∫
dz exp

(
ipz

~

)
×

×
〈
q − z

2

∣∣∣ ρ ∣∣∣q +
z

2

〉
, (2)

ou ainda,

fW (q, p) = (2π~)−3

∫
dk exp

(
−iqk
~

)
×

×
〈
p− k

2

∣∣∣∣ ρ ∣∣∣∣p+
k

2

〉
. (3)

Até aqui a exposição envolve o operador
densidade, que pode descrever estados puros e
impuros. Contudo, o principal foco deste tra-
balho não está na mecânica estat́ıstica. Assim,
podemos considerar o sistema quântico descrito
por um estado puro |ψ〉 e o correspondente o-
perador densidade sendo dado por ρ = |ψ〉〈ψ|.
Desse modo, a definição da função de Wigner
se reduz a

fW (q, p) = (2π~)−3

∫
dz exp

(
ipz

~

)
×

×ψ†
(
q +

z

2

)
ψ
(
q − z

2

)
. (4)

O leitor recordará, a partir de bibliografia

3



R. G. G. Amorim Sitientibus Série Ciências Fı́sicas 07: 1-12 (2011)

em teoria de probabilidades, que uma dis-
tribuição de probabilidade, por definição, é
sempre positiva [17]. Conforme já men-
cionamos na introdução deste trabalho, a
função de Wigner não representa uma dis-
tribuição de probabilidade, pelo fato de assumir
valores positivos e negativos. De fato, se fWα

e fWβ são duas funções de Wigner associadas,
respectivamente, aos estados |α〉 e |β〉, então

|〈α|β〉|2

= (2π~)−3

∫
fWα(q, p)fWβ(q, p)dqdp. (5)

Percebemos que o lado esquerdo da Eq. (5) é
positivo ou nulo (se os kets forem ortogonais).
No último caso, temos, como consequência, a
integral nula. Como fWα e fWβ não são ne-
cessariamente nulas, em geral, resulta que fWα

e fWβ devem assumir valores negativos e posi-
tivos, de tal forma a anular a referida integral.
Considerando que qualquer probabilidade deve
ser positiva, fica justificada a afirmação de que
a função de Wigner não representa uma dis-
tribuição de probabilidade nos espaço de fase.

IV. PROPRIEDADES DA FUNÇÃO DE
WIGNER

Estudamos nesta seção algumas pro-
priedades da função de Wigner. São essas
propriedades que atribuem ao método pro-
posto por Wigner o ‘status’ de descrição
alternativa ao formalismo da função de onda
da mecânica quântica. Como vimos nas seções
anteriores, embora a função de Wigner não
seja classificada como uma distribuição de
probabilidades, densidades são obtidas a partir
da integração da função de Wigner, como
veremos a seguir.

A. Propriedade 1

A densidade de probabilidade associada a
posição é obtida mediante a integração, ou

projeção, da função de Wigner nos ‘momenta’,

|ψ(q)|2 =

∫
fW (q, p)dp = 〈q|ρ|q〉. (6)

Demonstração –

Para demonstrar esta propriedade, o ponto
de partida será a definição da função de
Wigner. Substituindo a Eq. (2) na Eq. (6),
obtemos∫
fW (q, p)dp = (2π~)−3

∫
dpdz exp

(
ipz

~

)
×

×
〈
q − z

2

∣∣∣ ρ ∣∣∣q +
z

2

〉
.

Realizando a integração em p, resulta∫
fW (q, p)dp =

∫
dz
〈
q − z

2

∣∣∣ ρ ∣∣∣q +
z

2

〉
×

×
[
(2π~)−3

∫
dp exp

(
ipz

~

)]
.

Notamos que o termo entre colchetes corres-
ponde à delta de Dirac, δ(z), assim,∫

fW (q, p)dp =

∫
dz
〈
q − z

2

∣∣∣ ρ ∣∣∣q +
z

2

〉
δ(z).

Utilizando a propriedade da função delta,∫
f(x)δ(x)dx = f(0), (7)

chegamos a∫
fW (q, p)dp = 〈q|ρ|q〉,

como queŕıamos demonstrar.

B. Propriedade 2

A densidade de probabilidade associada ao
momentum é obtida mediante a integração, ou
projeção, da função de Wigner nas posições.
No vocabulário próprio da estat́ıstica, os resul-
tados estabelecidos nas propriedades 1 e 2 são
denominadas distribuições marginais [17],

|ψ̃(p)|2 =

∫
fW (q, p)dq = 〈p|ρ|p〉. (8)
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Demonstração –

Para demonstrar esta propriedade, partimos
novamente da definição da função de Wigner.
Substituindo a Eq. (3) na Eq. (7), obtemos∫

fW (q, p)dq = (2π~)−3

∫
dqdk ×

× exp

(
−iqk
~

)〈
p− k

2

∣∣∣∣ ρ ∣∣∣∣p+
k

2

〉
.

Com a realização a integração em q, resulta∫
fW (q, p)dq =

∫
dk

〈
p− k

2

∣∣∣∣ ρ ∣∣∣∣p+
k

2

〉
×

×
[
(2π~)−3

∫
dq exp

(
−iqk
~

)]
.

Notamos que o termo entre colchetes nova-
mente é a delta de Dirac, conforme Eq. (7),
portanto,∫

fW (q, p)dq =

∫
dk

〈
p− k

2

∣∣∣∣ ρ ∣∣∣∣p+
k

2

〉
δ(z).

Utilizando a propriedade da função delta em
(7), alcançamos∫

fW (q, p)dq = 〈p|ρ|p〉,

como queŕıamos demonstrar.

C. Propriedade 3

A normalização da função de Wigner. Esta
propriedade é equivalente à propriedade (ii)
satisfeita pela matriz densidade,∫

fW (q, p)dqdp = Trρ = 1. (9)

Demonstração –

Para demonstrar esta propriedade, conside-
ramos a definição da função de Wigner. Subs-
tituindo a Eq. (2) na Eq. (9), obtemos∫

fW (q, p)dqdp = (2π~)−3

∫
dqdpdz ×

× exp

(
ipz

~

)〈
q − z

2

∣∣∣ ρ ∣∣∣q +
z

2

〉
.

Com a integração em p, temos∫
fW (q, p)dqdp =

∫
dqdz

〈
q − z

2

∣∣∣ ρ ∣∣∣q z
2

〉
+

[
(2π~)−3

∫
dp exp

(
ipz

~

)]
.

Notamos que o termo entre colchetes corres-
ponde a delta de Dirac, δ(z). Logo, obtemos∫
fW (q, p)dqdp =

∫
dzdq

〈
q − z

2

∣∣∣ ρ ∣∣∣q +
z

2

〉
δ(z).

Utilizando novamente a propriedade da função
delta em (7) resulta∫

fW (q, p)dqdp =

∫
dq〈q|ρ|q〉 = Trρ = 1,

como queŕıamos demonstrar.

Em seus trabalhos, Wigner mostrou
também, que qualquer função distribuição
que satisfaça as três propriedades destacadas
acima, assumem valores negativos para algum
ponto no espaço de fase (p, q) [7].

É útil destacar que as três propriedades
demonstradas acima, que estabelecem os resul-
tados que obtemos quando projetamos a função
de Wigner em alguma direção particular, são
interessantes no estudo de inversão tomográfica
e nos processos de reconstrução da função de
onda. Em particular, o trabalho destacado
na referência [18] traz uma algoritmo de in-
versão tomográfica para reconstruir a função
de Wigner e sua respectiva função de onda ou
matriz densidade. Esse método fornece impor-
tantes aplicações em f́ısica atômica e molecular
e em óptica quântica.

Outro trabalho com relevância prática é o
citado na referência [19], o qual esboça um
procedimento de medição da função de Wigner
correspondente ao campo eletromagnético apri-
sionado numa cavidade. Este experimento é in-
teressante no sentido de fornecer o significado
f́ısico da distribuição de Wigner.

D. Propriedade 4

A função de Wigner é diferente de zero

5
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numa região cujo volume do espaço de fase é,
pelo menos, igual a 2

h . Dessa forma, percebe-
mos que a função de Wigner traz impĺıcita a
informação básica do prinćıpio da incerteza, ou
seja, ela não pode ser localizada exatamente
tanto em p quanto em q (simultaneamente),

|fW (q, p)| ≤ 2

h
.

V. OPERADORES NA
REPRESENTAÇÃO DE WIGNER

Até o momento, vimos como obter uma
função real no espaço de fase correspondente
ao operador densidade ρ. Porém, o método de
Wigner nos permite generalizar esse procedi-
mento, ou melhor, dado um operador quântico,
A(Q,P ), é posśıvel encontrar uma função
clássica AW (q, p) correspondente a A(Q,P ).
Denominaremos a função AW de equivalente de
Wigner de A. Assim, o equivalente de Wigner
do operador quântico A é dado por

AW (q, p) =

∫
dz exp

(
ipz

~

)
×

×
〈
q − z

2

∣∣∣A(Q,P )
∣∣∣q +

z

2

〉
, (10)

ou

AW (q, p) =

∫
dk exp

(
−iqk
~

)
×

×
〈
p− k

2

∣∣∣∣A(Q,P )

∣∣∣∣p+
k

2

〉
. (11)

As funções AW (q, p) possuem propriedades
análogas às satifeitas pela função de Wigner,
cujas demonstrações ficarão como um exerćıcio
para o leitor. Também é instrutivo salientar
que as equações (10) e (11) são equivalentes à
regra de Weyl, que define o análogo clássico de
um dado operador quântico [11].

A. Propriedades dos Operadores na
Representação de Wigner

(iii) O valor esperado de um observável,
num estado |ψ〉 pode ser determinado, no

método de Wigner, a partir da equação

〈A〉 = 〈ψ|A|ψ〉 =

∫
dqdpAW (q, p)fW (q, p)

= Tr(ρA).

Outras propriedades importantes estão
destacadas a seguir

(iv)∫
dpAW (q, p) = (2π~)−3 〈q|A|q〉,

(v) ∫
dqAW (q, p) = (2π~)−3 〈p|A|p〉.

Observe que as propriedades (iv) e (v) são
análogas às já demonstradas para a função de
Wigner, e suas demonstrações ficam como e-
xerćıcio para o leitor.

Uma outra caracteŕıstica interessante do
método de Wigner diz respeito à transformada
de Weyl do produto de dois observáveis, AB.
No método de Wigner, quando queremos repre-
sentar o produto de dois observáveis, AB, em
função dos equivalentes de Wigner de A e B,
utilizamos a relação

(AB)W = AW (q, p) exp

(
i~Λ

2

)
BW (q, p),

(12)
com

Λ =

←−
∂

∂p

−→
∂

∂q
−
←−
∂

∂q

−→
∂

∂p
.

A Eq. (12) foi demonstrada por Groenewold
(1946) [20] e também discutida por Imre, Oz-
izmir, Rosenbaum e Zweifel (1967) [11]. O
produto deformado entre os equivalentes de
Wigner AW e BW , através de exp i~Λ

2 , tem sido
chamado de produto estrela (?) [7–9],

? = exp

[
i~
2

(

←−
∂

∂p

−→
∂

∂q
−
←−
∂

∂q

−→
∂

∂p
)

]
.

Dessa forma, a Eq. (12) fica escrita como

(AB)W = AW (q, p) ? BW (q, p). (13)
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O produto estrela, também conhecido na li-
teratura como produto de Moyal, introduz um
novo campo na matemática denominado de ge-
ometria não-comutativa. De um ponto de vista
histórico, a geometria não comutativa teve
origem nos trabalhos de Weyl e Moyal [21, 22],
os quais estudaram procedimentos de quan-
tização no espaço de fase. Contudo, foi Snyder
o primeiro a desenvolver uma teoria consistente
para coordenadas de espaços não-comutativos
[23]. Nas últimas décadas, a geometria não-
comutativa tem recebido destaque, devido a al-
guns resultados da gravitação, da matéria con-
densada e da teoria de cordas. Nesse sentido,
devido a importância que o produto estrela e-
xerce nos trabalhos acerca do método da função
de Wigner, estudaremos algumas propriedades
satisfeitas por essa álgebra, que terão utilidade
na leitura das equações satisfeitas pela função
de Wigner. Logo, a Eq. (13) possui uma im-
portância central neste trabalho.

VI. PROPRIEDADES DO PRODUTO
ESTRELA

Por uma questão de objetivo, as demonstra-
ções dessas propriedades foram omitidas, mas
podem ser visualizadas nas referências [24–27]
e suas demonstrações ficam como um exerćıcio
para o leitor.

A. Quando um dos fatores é constante

Quando um dos fatores é constante, o pro-
duto estrela se trivializa.

c ? f(q, p) = f(q, p) ? c = cf(q, p).

B. O Operador Estrela

O produto estrela entre duas funções no
espaço de fase eleva uma delas à categoria de

operador.

f(q, p) ? g(q, p)

= f(q +
i~
2

−→
∂p, p−

i~
2

−→
∂q)g(q, p)

= f(q, p)g(q − i~
2

←−
∂p, p+

i~
2

←−
∂q).

C. Associatividade

O produto estrela é associativo.

(f(q, p)?g(q, p))?h(q, p) = f(q, p)?(g(q, p)?h(q, p)).

D. Comutatividade

O produto estrela não é comutativo.

f(q, p) ? g(q, p) 6= g(q, p) ? f(q, p).

E. O Produto Estrela e a Conjugação
Complexa

A conjugação complexa inverte a ordem do
produto estrela.

(f ? g)† = g† ? f †.

F. A Integração do Produto Estrela

Ao se efetuar uma integração do produto
estrela entre duas funções no espaço de fase,
esse produto se triaviliza dentro da integral. É
evidente que para essa propriedade fazer sen-
tido é necessário a convergência da integral.
A condição necessária para que a convergência
ocorra é que as funções sejam nulas no infinito.
Esta propriedade também é entendida como a
ciclicidade do traço no espaço de fase.∫

f(q, p) ? g(q, p)dqdp =

∫
f(q, p)g(q, p)dqdp.
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VII. EVOLUÇÃO TEMPORAL DA
FUNÇÃO DE WIGNER

Dada uma função de Wigner num instante
inicial, é posśıvel se determinar a função de
Wigner correspondente a um instante poste-
rior. Da Eq. (1), resulta

i~
∂ρ(t)

∂t
= H(t)ρ(t)− ρ(t)H(t),

e aplicamos o operador

(2π~)−3

∫
dz exp

(
ipz

~

)〈
q − z

2

∣∣∣ . ∣∣∣q +
z

2

〉
,

a ambos os lados da equação. Como resultado,
obtemos

i~
∂fW (q, p, t)

∂t
= HW (q, p, t) ? fW (q, p, t)

− fW (q, p, t) ? HW (q, p, t).

Definindo o colchete de Moyal,

{a, b}M = a ? b− b ? a,

podemos escrever

i~
∂fW (q, p, t)(t)

∂t
= {HW (t), fW (q, p, t)}M .

(14)
Esta equação dinâmica, conforme se pode
observar, é muito semelhante à equação de
Liouville-von Neumann. Vale ressaltar que
o referido colchete de Moyal pode ser escrito
também como segue

{a(q, p), b(q, p)}M =
2

~
a(q, p)sen

[
i~
2

Λ

]
b(q, p),

expressão que se encontra diretamente a partir
do produto estrela, levando-se em consideração
a expansão em série dos operadores exponenci-
ais. É importante mencionar que, no limite no
qual a constante de Planck (dividida por 2π),
~, é considerada pequena, a equação dinâmica
para a função de Wigner pode ser escrita

i~
∂fW (q, p, t)(t)

∂t
= {HW (t), fW (q, p, t)}, (15)

onde { . , .} simboliza o tradicional colchete
de Poisson. Vemos assim, que a função de
Wigner obedece, no limite quando a constante
de Planck tende a zero, à equação de Liouville
clássica, com HW substituindo a função hamil-
toniana. Contudo, há casos em que HW co-
incide com a função hamiltoniana clássica, su-
gerindo qua a equação dinâmica satisfeita pela
função de Wigner seja a equação de Liouville-
von Neumann. Nesses casos, percebemos a
importância do método de Wigner no estudo
do limite clássico e no desenvolvimento de
métodos semiclássicos.

Nossa discussão até aqui limitou-se a anali-
sar o método de Wigner baseado na descrição
de Schroedinger da mecânica quântica. Con-
tudo, é posśıvel desenvolver um tratamento
semelhante ao até aqui exposto em termos de
operadores expressos na descrição de Heisen-
berg. Neste caso, escrevemos a equação de
Heisenberg como

i~
∂A(t)

∂t
= [H(t), A(t)], (16)

e utilizando um procedimento semelhante ao
que nos levou à Eq. (14), alcançamos

i~
∂AW (q, p, t)(t)

∂t
= {AW (t), HW (q, p, t)}M .

(17)
Usando novamente a expansão em série de
potências e tomando o limite clássico (~→ 0),
chegamos a

q̇ =
∂HW

∂p
, (18)

ṗ =
∂HW

∂q
. (19)

Nos casos em que HW coincide com a hamilto-
niana clássica, o mesmo ocorre com as variáveis
q e p. Portanto, nestes casos, as equações (18-
19) tornam-se

q̇ =
∂H

∂p
, (20)

ṗ =
∂H

∂q
, (21)

onde q e p agora podem ser identificados como

8
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as variáveis dinâmicas clássicas, e a equações
(20-21) com as equações canônicas da mecânica
clássica. Este fato nos mostra que o método de
Wigner é compat́ıvel com o Prinćıpio da Cor-
respondência.

VIII. EQUAÇÃO DE AUTOVALORES

Além de todas as semelhanças entre o for-
malismo usual da mecânica quântica e o for-
malismo de Wigner que já foram observadas,
há ainda uma bastante interessante, que nos
permite determinar a função de Wigner sem a
necessidade do conhecimento prévio de ψ(q).
Dada a equação de autovalores no formalismo
usual

H(q)ψ(q) = Eψ(q),

temos que a função de Wigner obedece a
seguinte equação-estrela

H(q, p) ? fW (q, p) = EfW (q, p), (22)

onde E é o autovalor de energia de ψ(q).

Para ilustrar o uso da Eq. (22), tomemos o
tradicional problema do oscilador harmônico.
É útil lembrar que nas referências [7, 28] a
função de Wigner para os autoestados do os-
cilador harmônico foram obtidas mediante o
uso da Eq. (4). Entretanto, nesse ponto da
discussão, procuraremos a função de Wigner
por meio da Eq. (22). Neste caso, temos que

H = p2+q2

2 (com m = 1 e ω = 1). Assim a Eq.
(22) se torna(

(q +
i~
2
∂p)

2 + (p− i~
2
∂q)

2 − 2E

)
fW (q, p) = 0.

(23)
Nosso objetivo é solucionar a Eq. (23). Nesse
caminho, separando a parte real da parte ima-
ginária, obtemos para a parte imaginária a
seguinte expressão

(q∂p − p∂q)fW (q, p),

que restringe a dependência de fW (q, p) a ape-
nas uma variável, dada por z = 4H/~ =

2(x2 + p2)/~. Com isto, a parte real da Eq.
(23) se torna uma simples equação diferencial,
ou seja,

(
z

4
− z∂2

z − ∂z −
E

~
)fW (z) = 0. (24)

Tomando fW (z) = exp(−z/2)L(z) e substi-
tuindo em (24), chegamos à equação(

z∂2
z + (1− ∂z)−

E

~
− 1

2

)
L(z) = 0, (25)

que é a equação diferencial de Laguerre, e cuja
solução conhecida é:

Ln(z) =
ez∂nz (e−zzn)

n!
. (26)

Sendo assim, a função de Wigner torna-se

fnW (q, p) =
(−1)n

π
e−2H/~Ln(4H/~), (27)

com L0 = 1, L1 = 1− 4H/~, . . . . A função de
Wigner representada na Eq. (27) é coincidente
com a destacada na literatura [7], obtida com
o uso de (4).

IX. OUTRAS DISTRIBUIÇÃO NO
ESPAÇO DE FASE

Grande parte das revisões bibliográficas so-
bre mecânica quântica no espaço de fase se res-
tringem a tratar da função de Wigner. Porém,
no intuito de fornecer ao leitor um tratamento
diversificado, examinaremos agora outras dis-
tribuições no espaço de fase.

Um procedimento para gerar funções dis-
tribuição foi proposto por Cohen em 1966 [15],
e depois examinado por Summerfield e Zweifel
em 1969 [11]. Eles sugeriram a expressão bem
geral

fg(q, p) = (2π~)−2

∫
dq′
∫
dp×

×g̃(q − q′, p− p′)fW (q, p), (28)

para a função de distribuição do estado puro
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ψ(q), com

g̃(q, p) =

∫
dσdτ exp [−(i/~)(σq + τp)]g(σ, τ).

Notamos que fg é simplesmente a função fW in-
tegrada com outra função g. O requisito básico
que leva à Eq. (28) é que fg se transforma cor-
retamente com relação ao deslocamento espa-
cial ψ(q)→ ψ(q−a), e com relação a mudança
de um sistema de coordenadas em movimento
uniforme, ψ(q) → exp(imvq)ψ(q). Essas pro-
priedades podem ser confirmadas diretamente
pelo leitor.

Cohen também apontou que é posśıvel obter
distribuições cuja dependência da função de
onda do sistema é diferente da simples escolha
de g(σ, τ) dependente de ψ(q). Por exemplo,
podemos escolher

g(σ, τ) =

∫
dqψ

(
q − q0

στ

~

)
ψ∗
(
q + q0

στ

~

)
,

onde q0 é um valor arbitrário de q. Essa escolha
para g(σ, τ) satisfaz g(0, τ) = 1 e g(σ, 0) = 1 de
forma que as distribuições marginais corretas
são obtidas.

Um escolha de g̃(q, p) muito interessante é
dada por

g̃(q, p;α) = (π~)−1 exp
(
−q2/α

)
×

× exp
(
−αp2/~2

)
. (29)

O uso dessa função apresentada na Eq. (29)
foi proposto por Husimi em 1940 [13] e, desde
então, tem sido estudada por um grande
número de autores. Esta proposta leva à função
distribuição de Husimi, fH(q, p), que é não-
negativa para todo q e p. Podemos confirmar
tal propriedade notando que g̃(q− q′, p− p′;α)
é a função de Wigner fWpq obtida a partir da
função de onda do estado fundamental do os-
cilador harmônico deslocado,

ψq,p(q
′;α) = (π~)−1/4 exp

(
−(q′ − q)2/2α

)
×

× exp
(
−iαpq′/~

)
.

Se a função de Wigner em questão, fWφ, cor-

responde a função de onda ψ(q), então

fH(q, p) =

∫
dq′dp′fWqp(q

′, p′)fWφ(q′, p′)

= (2π~)−1

∣∣∣∣∫ dq′ψq,p(q
′)ψ(q′)

∣∣∣∣2 ≥ 0.

(30)

É possivel mostrar, utilizando as últimas ex-
pressões, que para obtermos uma função dis-
tribuição positiva, as propriedades 1, 2 e 3, sa-
tisfeitas pela função de Wigner, são violadas. A
distribuição de Husimi encontra aplicações em
diversos contextos, dentre os quais destacam-se
a óptica quântica, computação quântica e pro-
blemas da teoria eletromagnética. Em particu-
lar, destacam-se as aplicações atuais no campo
da computação quântica que aparecem na re-
ferência [29] que estabelecem como represen-
tar a evolução de um computador quântico
e que também determinaram as funções de
Wigner e de Husimi para os estados que são
relevantes em computação quântica. Ainda
no contexto da referência [29], ficaram esta-
belecidas algumas propriedades dos algoritmos
quânticos no espaço de fase e também foi rea-
lizada uma análise do algoritimo de busca de
Grover no espaço de fase. A referência [30]
também merece destaque pelo fato de mostrar
a eficência de algoritmos quânticos analisados
com o uso das funções de Wigner e de Husimi,
além de ser estabelecida uma comparação de
tais procedimentos com a computação clássica.

X. CONSIDERAÇÕES FINAIS

Realizamos neste trabalho uma análise
sucinta do método da função de Wigner. Vi-
mos que este método traz uma alternativa para
se descrever a mecânica quântica no espaço de
fase. No decorrer do trabalho verificamos algu-
mas propriedades da função de Wigner, como
por exemplo, as que estabelecem como calcu-
lar probabilidades e valores esperados. Porém,
ainda no contexto estat́ıstico, vimos que a
função de Wigner não pode ser classificada
como uma autêntica distribuição de probabili-
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dades, pelo fato de admitir valores negativos.
Vimos também que o método proposto por
Wigner mostra-se interessante para na análise
de questões relacionadas ao limite clássico da
mecânica quântica. Também estudamos ou-
tras funções distribuição de probabilidades no
espaço de fase, como por exemplo a distribuição
de Husimi, e visualizamos algumas áreas onde
podemos aplicá-las. É útil destacar que forma-
lismos para a mecânica quântica nos espaço de
fase estão sendo discutidos em diferentes con-
textos, dentre os quais se destacam os traba-
lhos especificados nas referências [31–36], que
estabeleceram um formalismo autocontido para

se determinar a função de Wigner, mediante a
solução da equação de Schroedinger no espaço
de fase. Nesse panorama, nossas perspectivas
são as seguintes: estudar aplicações da função
de Wigner em computação quântica e continu-
ar as pesquisas em andamento que tratam a
mecânica quântica no espaço de fase.
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