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Resumo: Este trabalho tem como assunto principal o Modelo de
Lotka-Volterra. Esse modelo esta relacionado com a modelagem ma-
tematica, especificamente, aquela que se refere a interagio entre duas
espécies, sendo uma denominada por presa e a outra por predador. As
equagoes descritas neste trabalho estdo embasadas nas equagoes des-
critas por Alfred J. Lotka (1880-1949) e Vito Volterra (1860-1940) e,
por convengao, essas equagoes representam o que chamamos de “Mo-
delo de Lotka-Volterra” ou “sistema predador-presa”. Na primeira
parte do trabalho é apresentado o desenvolvimento mateméatico do
modelo, bem como uma interpretacao qualitativa sobre ele. Esta base
serd necessaria para compreender a segunda parte, na qual é aplicada
por meio de analogias e/ou metéforas para tratar de cendrios que vao
além do contexto bioldgico o qual foi criado. Dessa forma, o modelo
se apresenta como uma ferramenta alternativa que permite o debate
das seguintes questoes sociais: 1. Ciclo de pobreza e desigualdade de
renda; 2. Consumo excessivo e degradagao ambiental; 3. Conflitos en-
tre grupos étnicos ou religiosos e; 4. Desafios da migragio e superpo-
pulagao. Em decorréncia, surge a possibilidade de vincular o trata-
mento a outros aspectos do conhecimento com estudantes de diferen-

tes niveis de aprendizagem.
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1. Introducgao
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Abstract: The main subject of this paper is the Lotka-Volterra Model.
This model is related to mathematical modeling, specifically, that which
refers to the interaction between two species, one called prey and the
other predator. The equations described in this paper are based on the
equations described by Alfred J. Lotka (1880-1949) and Vito Volterra
(1860-1940) and, by convention, these equations represent what we call
the “Lotka-Volterra Model” or “predator-prey system”. The first part
of the paper presents the mathematical development of the model, as
well as a qualitative interpretation of it. This basis will be necessary to
understand the second part, in which it is applied through analogies
and/or metaphors to address scenarios that go beyond the biological
context in which it was created. Thus, the model presents itself as an
alternative tool that allows the debate of the following social issues: 1.
Cycle of poverty and income inequality; 2. Excessive consumption and
environmental degradation; 3. Conflicts between ethnic or religious
groups; and 4. Challenges of migration and overpopulation. As a result,
the possibility of linking treatment to other aspects of knowledge with
students at different learning levels arises.

Keywords: Lotka-Volterra model; predator-prey model; education;

social issues; interdisciplinarity

O homem faz parte e interage o tempo todo com a natureza, ambiente este que
envolve com fendmenos naturais nos mais diversos contextos, tornando a compreensao
destes fundamentais para as vidas humanas, auxiliando na resolu¢do de problemas coti-
dianos como, por exemplo, prever o tempo, reconhecer anomalias em ecossistemas e co-
nhecer impactos da agdo humana no meio ambiente. Para isto, h4 uma demanda de um

entendimento solido sobre as ciéncias naturais.
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Uma possibilidade para procurar uma compreensdo de fendmenos naturais ocorre

Publicado: 11/06/2024 através de ferramentas como a modelagem mateméatica, que consiste em identificar as
caracteristicas fundamentais do sistema a ser estudado, de maneira que seja possivel

obter um conjunto de regras matematicas da qual possibilite extrair informacao uteis.
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desejada.
Neste trabalho serd apresentado as equagoes de Lotka-Volterra, ou equagdes preda-
dor-presa como sao conhecidas, a partir de problemas do tipo predador-presa que podem
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ser solucionados pelo uso de um modelo, representado por equagoes diferenciais. Apds esse
momento o modelo serd apresentado como uma ferramenta alternativa que permite ana-
logias para o debate de questdes sociais, promovendo um vinculo para o tratamento de
outros aspectos do conhecimento com estudantes de diferentes niveis de aprendizagem.

Conhecidos também como sistemas predador-presa, estes modelos podem representar
qualquer relacionamento entre espécies onde notoriamente a populagdo de uma espécie
(predador) determina a abundancia de outra (presa). Apesar de haver uma logica bastante
simples, sistemas predador-presa podem apresentar comportamentos que variam entre a
ordem e o caos. Esta caracteristica faz com que elas se enquadrem em uma classe de
problemas denominada sistemas complexos.

Em um breve histérico, o modelo possui desenvolvimento com o biofisico Alfred James
Lotka (1880-1949) e o matematico Vito Volterra (1860-1940) que propuseram em 1925 e
1926, respectivamente e individualmente, modelos que serviram de base para os modelos
matematicos posteriores utilizados para descrever a interagao entre espécies, mais especi-
ficamente de populagoes entre presas e predadores. Este modelo foi denominado Lotka-
Volterra.

Em meados da década de 1920, o biélogo marinho italiano, Umberto D’Ancona, de-
senvolveu uma anélise estatistica com dados sobre as capturas no mar Adriatico, entre
1910 e 1923. Durante a Primeira Guerra Mundial (1914 a 1918) a pesca havia sido sus-
pensa em parte neste mar, o que possibilitou ao bidlogo mostrar que houve aumento da
frequéncia relativa de certas espécies e reducao da frequéncia relativa de outras espécies
(Sobrinho et al, 2019; Dantas, 2005).

Os dados mostravam que a frequéncia de predadores, como tubarées, aumentara du-
rante os anos de guerra e posteriormente diminuira com o aumento da pesca. A abundan-
cia relativa das presas, por outro lado, seguira um padrao inverso. Umberto D" Ancona
estava noivo de Luisa Volterra, uma ecologista, filha de Vito Volterra, um famoso mate-
matico. D" Ancona propds a questao para Vito Volterra, que veio a escrever um par simples
de equagoes diferenciais para descrever o comportamento observado.

Simultaneamente, o quimico e matematico Alfred Lotka desenvolveu em 1910 um mo-
delo para descrever reagoes autocataliticos, nas quais as concentragoes dos elementos qui-
micos oscilavam, um processo semelhante aquele que ocorre com populagoes em competi-
¢do. Seus resultados se assemelharam a equacdo logistica derivada por Pierre Francois
Verhulst. Em 1920, Lotka estendeu o modelo de “sistemas organicos”, tomando por exem-
plo uma espécie de planta e uma espécie animal herbivoro e, em 1925, resumindo seu
trabalho anterior e organizando suas ideias, utilizou as equagoes para analisar as intera-
¢oes predador-presa em seu livro Elements of Physical Biology (1925).

A partir do modelo, entdao chamado Lotka-Volterra, uma nova forma de avaliar e
explicar as interagoes entre populacoes de presas e predadores foi possivel. Veremos que
estes modelos tomam a forma de um par de equagées diferenciais acopladas. Cabe destacar
que no contexto de dindmica de populagoes, o modelo descreve sistemas em que uma das
espécies é predadora da outra, a presa, que se alimenta de outro tipo de comida.

Na primeira parte desse trabalho o modelo considerado envolve apenas duas espécies,
uma espécie denominada presa e a outra predadora, nao descrevendo completamente as
relagOes observadas na natureza, ponto este que também facilita a interpretacao da dina-
mica das populagoes. Como exemplos de situagdes que retratam um sistema presa-preda-
dor (em sistema isolado) incluem coelhos e lobos, peixes e tubaroes, pulgoes e joaninhas e
bactérias e amebas. Ja na segunda parte do trabalho, passo por meio de analogias a tratar
de outros cenérios em que o modelo de Lotka- Volterra pode ser aplicado. Conforme sera
exemplificado, esses cendarios tratam de situagoes que envolvem questées de diferentes
areas, como as sociais, ambientais e econdmicas, promovendo a interdisciplinaridade
quando proposto a ser trabalhado em sala de aula.
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2. Modelo de Lotka-Volterra

As equacoes de Lotka-Volterra retratam um sistema de presa-predador de duas espécies,
na qual uma delas, a presa ou o predador, influenciard na abundancia da outra. Devido a
interagdo entre as espécies, basicamente podem ocorrer trés situagoes (Dantas, 2005):

1. Apenas predadores sdo extintos;

2. Presas sao extintas e, consequentemente, predadores também:;

3. coexisténcia de presas e predadores.

Seja a populagao de predador denotada por L = L(t) (usando L de lobos) e a populacao
de presas por € = C(t) (usando C de coelhos) no instante ¢ (usando ¢ para tempo). Ao
modelar matematicamente a interacao entre as duas espécies, sdo assumidas algumas hipé-
teses (Boyce; DiPrima, 2010, p. 413):

1. Auséncia de predador, L = 0, implica que a popula¢do de presas aumentard a uma
taxa proporcional a populagao atual sem nenhum tipo de obstaculo, ou seja, com um temo
da forma [a.C(t)]. Portanto, se L =0, dC/dt = a.C, onde a é uma constante positiva e
representa a taxa de crescimento efetiva da populagao de presas na auséncia de predadores.

2. Na caréncia de presas, C' = 0, acarretada, devido a falta de alimentacao, a exting¢ao
da populagado de predadores a uma taxa proporcional a populacao atual. Esta situacido pode
ser descrita por um termo da forma [—cL(t)]. Dessa forma, se C = 0, dL/dt = —c.L, onde
¢ é uma constante positiva e representa a taxa de morte dos predadores na auséncia de
presas.

3. Considerando que o niimero de encontros entre as duas espécies é proporcional ao
produto das populacoes de cada espécie, representamos por L(t).C(t). Cada um desses en-
contros tende a promover o crescimento da populacao de predadores e a inibir o crescimento
da populacao de presas. Assim, a taxa de crescimento da populacido de predadores, dL/dt,
é aumentada por um termo da forma [+y.L(t).C(t)], enquanto a taxa de crescimento da
populagao de presas, dC/dt, é diminuida por um termo da forma [—a.L(t).C(t)], onde a e
v sao constantes positivas e sao medidas do efeito da interagao entre as duas espécies.

Em decorréncia dessa modelagem matemadtica, o seguinte sistema de equagoes diferen-
ciais é chamado de equacgoes de Lotka-Volterra:

equacio de presa: Frie a.C— a.CL=C.(a—a.l)
1)

Recordando que um modelo envolvendo apenas duas espécies nao

dL
equacdo de predador: Frin —c.L+y.C.L=L(—c+vy.L)

pode descrever completamente as relagoes complexas que ocorrem, de fato, na natureza.
Além disso, cabe salientar que a presa possui um suprimento ilimitado de alimento e se
reproduz exponencialmente, representado pelo termo a.C na equagido presa, a menos que
esteja sujeita a predacdo. Quando tomando Cou L igual a zero, fica visivel que a predagio
nao pode ocorrer. Nesta mesma equacdo, é possivel interpretar que a variacdo do nimero de
presas € igual ao aumento proporcional & populacao atual menos a destruicdo pelos preda-
dores.

Na equacdo predador, o primeiro termo representa a taxa de perca dos predadores
devido a morte natural ou & emigracéo, levando uma decadéncia exponencial na auséncia de
presas, enquanto ao segundo termo, embora similar com a taxa de predacido mas diferente
pela constante, a taxa com a qual a populagao de predadores cresce nao é necessariamente
igual a taxa com que ela consome a presa. E possivel interpretar essa equacdo como a vari-
acao do numero de predadores igual ao aumento causado pela alimentagao disponivel menos
a morte na auséncia de presas. As constantes presentes nas equacoes podem ser modificadas
para adaptar as equagoes para diversas condi¢bes ambientais, por exemplo, a possibilidade
de modelar matematicamente os efeitos da variacido de temperatura do ambiente, fator este
que influencia na taxa de crescimento de populacoes.

Concluido a construgdo do modelo, é factivel a extracdo de informagoes do mesmo. Uma
alternativa seria resolver as equagoes diferenciais encontrando um par de fungoes C(t) e L(t),
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que descreve as populagoes de presas e predadores como fungdes do tempo, através de uma
solucdo numérica, por exemplo. E possivel, contudo, usar métodos graficos para analisar as
equacoes.

A solugdo do sistema de equagbes de Lotka-Volterra pode ser feita através dos pontos
de equilibrio. Tais pontos sao obtidos quando sua variacao é nula. Para este desenvolvimento,
a representagao para as presas sera pela letra x e os predadores pela letra y, equivalente
respectivamente a C'e L usadas anteriormente.

dx a
Ezax— axy=0 -»x=0o0u y= P
(2)
dy c
E=—6y+ yxy=0 ->y=0ou x= ;
As solugoes de (2) fornecem os pontos de equilibrio, ou seja, os pontos (0,0) e (g,g)

Em seguida serd analisada a dindmica do sistema em torno de cada um desses pontos de
equilibrio, o que permitird conclusoes a respeito da estabilidade do sistema predador-presa.
Para iniciar, o sistema linear correspondente préximo do ponto (0,0), desprezando os
termos nao lineares
d (x a 0\/X
—\. )= 3)
dt\y 0 —c/\y

O sistema linearizado (4) apresenta os autovalores 11, e autovetores &1 abaixo.

. e=() s, o= () 4
n=a, f - 0 e n= c, g - 1 ( )
De modo que sua solucdo geral seja da forma:
<x> = C,&le™t + ( &%t <x) =C (1)e“t +C <0)e_“ (5)
y 1 2 y 1{p 24

Ou ainda, x(t) = C;.e* e y(t) = Cy.e .

As populagdes na vizinhanga desse ponto de equilibrio podem ser descritas tanto pelo
sistema nao linear (1) tanto como pelo sistema linear (3). Neste sistema (3), os autovalores
tém sinais contrarios, neste caso, (0,0) é um ponto do tipo sela para estes sistemas citados
e também um ponto de equilibrio instavel.

;. . . 1/ . . . c a
A proxima etapa consiste em analisar o segundo ponto de equilibrio, definido por (—, ;).
¥

Para encontra o sistema linear correspondente ao sistema nao linear (1), realiza-se uma
mudanga de varidvel (translagio):
a

c
= - = — 6
x y+u ey a+v (6)

Substituindo as equagdes (6) no sistema (1) e desprezando os termos ndo lineares en-
contramos o sistema linear correspondente.

0 —a.c
d u u
_( ) - a ! ( ) ™)
dx \v 2, v
a
Os autovalores do sistema (8) sdo
0—r % .
det( . " I=o0 r2+a.c=0—>{r_ va.c (8)
a
Estes autovalores representam um sistema linear qual o ponto critico é um centro (es-

téavel).

As solugoes reais do sistema (7) pode ser escrito na forma

u(t) = K}E/cos Wa.c.t + )

v(t) = K%\/gsen(\/a. c.t+9)
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x(t) = §+K§cos (Wa.c.t +0)
y(t) =%+ K%\/gsen(\/a.c.t+®)

Onde K e @ sdo constantes determinadas pelas condicgoes iniciais. Essas equacoes sdo

(9)

. ~ . s s sy c a . , .
boas aproximagoes para as trajetérias proximas do ponto critico =) E possivel retirar
¥

algumas conclusoes, como por exemplo, a variagdo do tamanho da populagdo de presas e
predadores variam de forma senoidal com periodo 2mva.c.
Retomando para o sistema (7), as trajetérias desse sistema podem ser encontradas fa-

zendo:
a.c
du y Y X du 5
—==qg — ~ Y.au—= -a‘.cv
dv AL dv
a

Integrando em ambos os lados e integrando
fa.u.du= —faz.c.v.dv - y2au®+ a’cv®*=K

w v—l 10
k+k_ ()

y¢.a a®.c
Da equagao (10), na qual k& é uma constante de integragdo nao-negativa, representa
c a , w1/ . .
1—/,;), que é um ponto de equilibrio chamado centro, pois

elipses em torno do ponto critico (

fica no centro das trajetérias elipticas, logo é estavel, conforme ja indiciado pelos autovalores

. . s c a . s .
em (8). As trajetorias fechadas em torno do ponto critico (;,;), descrevem o ciclo ecolégico,

discussao essa que sera apresentada adiante.

Voltando rapidamente ao primeiro sistema, as equagoes de Lotka-Volterra, existe a
possibilidade de reduzir a uma tnica equagéo. Se tomar a equagio (2) e dividir pela equacio
(1), pois sendo separiveis, é possivel escrevé-las como

ﬂ _ y(=c+vy.x)
dx  x(a—a.y)
A resolucdo ocorre da seguinte maneira:

J(a—a.y)dy: J(—c+y.x)dx

y x
que integrada fornece a familia de solugdes do sistema nao linear (1), ou seja,
Iny—ay+clnx—y.x=H 11D

No qual H é uma constante arbitrdria de integragao. A equacdo acima (11) é uma
relacdo que deve ser obedecida por todas as solucoes do sistema de Lotka-Volterra. Mesmo

nao resolvendo a equagao (11) explicitamente é possivel mostrar que o seu grafico é uma
c a ~
—,—). As populagoes de preda-

curva fechada, para H fixo, em torno do ponto de equilibrio (y p

dores e presas exibem uma variagao ciclica, como pode ser conferido na Figura 1 e Figura 2
(Stewart, 2014, p. 564).

La

150 4
100 +
50 1

$ 4 >
1.000 2.000 3.000 C

Figura 1. Campo de dire¢oes para o sistema predador-presa. Fonte: Stewart, 2014, p. 564.
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1501 1 / - -

100+

504 .

Figura 2. Retrato de fase do sistema. Ambas as Figuras 1 e 2 sdo representacoes da variagao ciclica das populagdes descritas pelo
modelo de Lotka-Volterra para as condigdes iniciais a = 0,08, o = 0,001, ¢ = 0,02 e = 0,00002. L representa os predadores (lobos)
e C as presas (coelhos). A solugdo de equilibrio, e que estéd dentro das demais solugdes, equivale a L = 80 e C = 1000, as demais
curvas representam outras solugbes que correspondem a valores diferentes de H. Fonte: Stewart, 2014, p. 564.

Se um movimento ocorrer ao longo de uma curva solugao, é possivel visualizar como a
relacgdo entre C e L muda com o passar do tempo: o ntimero de presas oscila periodicamente
no tempo, o de predadores também. Para algumas condigoes iniciais, a trajetéria representa
pequenas variagbes em X e y em torno do ponto critico e tem uma forma quase eliptica,
como sugere o sistema linear. Para outras condicGes iniciais, as variagbes em x e y sdo mais
pronunciadas e a forma da trajetéria é ligeiramente diferente de uma elipse. As trajetérias
sdo percorridas no sentido trigonométrico.

E possivel representar o comportamento de presas, x(t) ou C(t) e de predadores, y(t)
ou L(t), em fungdo do tempo. Para facilitar a comparacao, na Figura 3, foram desenhadas
as curvas correspondentes as condigoes da Figura 1 e Figura 2. Nota-se que estdo sobre o
mesmo eixo, porém em escalas diferentes.

90
M presa

80 m predador

~J
(=]

[}
(=]

populagéo

40
308 op 0000pC
208 00000000Q0Q000POC
10
o]
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

tempo

Figura 3. Comparacao entre a populagdo de lobos e coelhos em funcéo do tempo, utilizando o modelo de Lotka-Volterra. Exibe
o comportamento qualitativo essencial do modelo - sua natureza "flutuante". Essas "flutuagoes” ou oscilagbes, sdo inerentes a um
sistema da vida real. As curvas representam as populagdes de presa e predadores, azul e vermelho respectivamente. Pardmetros:
a =20, c =30, o =y = 1. Fonte: O autor.
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E possivel notar no grafico da Figura 3 a periodicidade de C'e L possuem em funco do
tempo, ja que sao trajetérias fechadas. Além disso, a oscilagdo da populagao predadora vem
depois da oscilagao de presas.

Comecando em um estado no qual ambas as populagdes, de lobos e coelhos, sao relati-
vamente pequenas, entdao a populacao de coelhos tem uma oportunidade de crescer, ja que
hé poucos lobos que capturam menos coelhos do que novos coelhos nascem. Como conse-
quéncia, a populagao de lobos, com comida abundante, suficiente para suportar uma prole,
eventualmente comeca a aumentar também, atingindo o méaximo suportado pelo sistema.
Isso eleva a caca, pois os coelhos passam a ter dificuldade para evitd-los e sua populacéo
comegca a declinar. A populacéo de lobos logo seguird, porque a diminui¢do da abundancia
de alimento causard fome em massa. Retorna a condi¢cdo do ecossistema ao estado com
poucas presas e poucos predadores, assim a populacdo de presas voltarda a crescer. Desta
maneira a historia se repetira, conforme apresentada de maneira grafica na Figura 4.

L A
P,

140 +

120+
100
80 + P,
60T
40+

’ Py
201

0 500 1.000  1.500 2.000 2.500 3.000 C

Figura 4. Gréfico para a condi¢ao dC/dt > 0, em sentido anti-horario. Sendo a seta azul representando a populagio de lobos (L) e,
em vermelho, a populagio de coelhos (C).

Retomando as equages em (9), é possivel associar ao gréifico da Figura 3 e perceber
que as populagdes de presas e predadores estao defasadas por um quarto de ciclo, sendo que
o nimero de presas aumenta primeiro para posteriormente o niimero de predadores aumen-
tar, conforme explica¢do acima. As amplitudes de oscilagdo dependem das condigoes iniciais,

sendo K 5 para a populacao de presas e K S 2 para a de predadores. Por ultimo, as popula-

¢oes médias de predadores e de presas correspondem a populacido de equilibrio, ou seja, a
populagao média de presas é a/a e a de predadores c/y.

Conforme as figuras apresentam, estas sdo oscilagoes tipicas de populagoes descritas
pelo modelo de Lotka-Volterra, as quais independem dos valores escolhidos para os pardme-
tros a, ¢, o e y. Variagoes desse tipo nas populagoes de presas e predadores sao observados
na natureza, embora muitos sistemas desse tipo apresentam outros tipos de comportamentos,
além do comportamento oscilatério. Por exemplo, observam-se sistemas que evoluem para
populagoes assintoticamente estaveis ou sistemas em que populagbes se extinguem.

E possivel retirar da equacio de Lotka-Volterra o seguinte: apesar de ser um modelo
simplificado da dindmica de predadores e presas, ele captura uma feicdo geral, que é a exis-
téncia de oscilagbes, ou em outras palavras, de periodicidade. No mundo real, verdadeiras
interagoes ocorrem em cadeias de muitas espécies que tém relagbes de predagdo, competigao
e simbiose. Em suma, as equagbes de Lotka-Volterra sao antes um ponto de partida do que
um ponto de chegada na construcao de modelos matematicos envolvendo predacao.

Os modelos predador-presa desenvolvidos por Lotka e Volterra vém sendo aprimorados,
com a insercdo de pardmetros relevantes a cada tipo de estudo. Atualmente sdo usados em
varias areas do conhecimento, tais como em ciéncias bioldgicas e agrarias no controle biold-
gico de pragas; em ciéncias econémicas para descrever as flutuagdes/oscilagoes em bolsas de
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valores e no estudo de competigoes de mercados; em ciéncias ambientais para descrever, por
exemplo, a captura e emissao de carbono; em telecomunicagdes para analisar a competicao
entre sistemas analédgico e digital; entre outras aplicagoes.

3. Analogias para abordagens interdisciplinares

Embora as relagoes entre as espécies na realidade sdo muitas vezes complexas e sutis, é
possivel a construgdo de sistemas simples, como no caso apresentado, por meio de duas
equagoes diferenciais para descrever tais situagées. O modelo de Lotka-Volterra, talvez o
mais antigo dos modelos presa-predador, apesar da sua simplicidade, apresenta caracteris-
ticas interessantes e pode ser utilizado para introduzir as ideias bésicas da modelagem em
ecossistemas. Partindo do entendimento de modelos mais simples, um passo pode ser dado
a compreensao de outros sistemas mais complicados.

Ao trabalhar com equacgdes diferenciais, originadas, por exemplo, devido ao processo de
modelagem de alguns fendmenos que esteja sendo estudado, nem sempre é possivel encon-
trar uma féormula explicita para a solugdo de uma equagdo diferencial. Por outro lado,
abordagens graficas e numéricas fornecem informacoes necessérias, conforme pode ser no-
tado por meio da Figura 4.

Conforme descrito, o modelo de Lotka-Volterra, desde o inicio teve uma aproximacgao
com contextos ecologicos, como a descri¢cao de populacao lobos e coelhos, peixes e tubaroes,
pulgdes e joaninhas, bactérias e amebas, moscas e sapos, sapos e crocodilos etc. Por outro
lado, a aplicagdo do modelo pode ser aplicada a outros contextos devido a sua simplicidade
e versatilidade, de modo a ser uma das razoes para a adaptagdo bem-sucedida a outras
areas decorrentes da sua capacidade de transferir com sucesso a sua intuicdo bioldgica
original, sem necessariamente ser disparatado.

A titulo de exemplos realizados por meio de analogias ou metéaforas, ha a verificagdo da
interagao entre a produgao excessiva de diéxido de carbono pela a¢do humano (por exemplo
pela atividade de desmatamento e uso de combustiveis fésseis como petrédleo e carvao para
obtengdo de energia) e o seu consumo por vegetais (Brito, 2019); em 1967, Richard M.
Goodwin, um matemaético e economista americano, adaptou o modelo de Lotka-Volterra a
teoria econdémica, inaugurando a utilizacdo de modelos populacionais advindos da biologia
na teoria econdmica. O trabalho de Goodwin se resume a um modelo endégeno de cresci-
mento econémico, onde as taxas de crescimento sdo determinadas pela dindmica entre o
nivel de emprego e a distribui¢ao de renda (Gandolfo, 2008). Em outras palavras, pode ser
dito que nesta analogia econémica da relagdo presa-predador, a participagdo dos salarios
na renda agregada é o predador, sendo que se eleva conforme maior for o nivel de emprego,
ou seja, quando a taxa de empregos estiver crescendo, é natural que os salarios da economia
tendam a amentar, pois a mao-de-obra se torna mais escassa. Em vista disso, o nivel de
emprego é a presa, pois a elevacao da participagao dos salarios na renda suprime os lucros
e diminui a acumulagdo, o crescimento, impactando no nivel de emprego (Taylor, 2004).
Assim, na medida em que os saldrios aumentam demais, isso tende a aumentar o desem-
prego, pois a mao-de-obra se torna muito cara (Schuetz et al, 2020).

Retornando ao contexto ecolégico, o modelo de Lotka-Volterra pode ser aplicado para
discutir problemas ambientais causados pelo consumo excessivo. O consumo excessivo e a
degradacao ambiental s@o questoes sociais e ambientais interligadas que podem ser anali-
sadas por meio do modelo de Lotka-Volterra. Nesse caso, a populagdo de predadores repre-
senta a demanda insustentavel por recursos naturais, enquanto a populagdo de presas sim-
boliza os recursos naturais esgotaveis, como florestas, 4gua potavel ou ar limpo. A relagao
entre esses dois grupos pode fornecer ideias sobre as consequéncias do consumo desenfreado,
como no caso em que o aumento da demanda por recursos sem uma gestao adequada pode
levar a degradacdo do meio ambiente e ao colapso dos ecossistemas.
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Da mesma forma os predadores dependem das presas para sobreviver, a demanda hu-
mana por recursos naturais é impulsionada por necessidades e desejos. No entanto, se a
demanda por recursos nao for gerenciada de forma adequada, pode ocorrer um desequilibrio
prejudicial para o meio ambiente. A medida que a demanda insustentavel por recursos
(populacao de predadores) cresce, ocorre uma maior exploragio dos recursos naturais esgo-
taveis (populacdo de presas). A extracao excessiva de recursos gera efeitos como o desma-
tamento desenfreado, a poluicdo da agua e emissdes de gases de efeito estufa — inclusive,
em um contexto mais abrangente, contribuem para as mudancas climéaticas -, coloca pressao
sobre os ecossistemas. Essa sobre-exploracao pode levar a degradac¢do do meio ambiente,
ao esgotamento de recursos e a perda de biodiversidade.

Da mesma forma, assim como a populacdo de presas é afetada pelo aumento da popu-
lacdo de predadores, os recursos naturais também sofrem com a demanda insustentavel. A
degradacao ambiental causada pelo consumo excessivo pode resultar em desequilibrios eco-
légicos, como a diminui¢do de habitats naturais, a contaminagdo de ecossistemas aquaticos
e a deterioragdo da qualidade do ar. Esses impactos negativos tém consequéncias diretas
na saude humana, no bem-estar das comunidades e na sustentabilidade do planeta. Pen-
sando na exploracao sustentavel de recursos naturais que envolva o comportamento diné-
mico de um ecossistema em funcdo da agdo humana pode garantir a preservacao dos recur-
sos explorados, determinando niveis seguros de extrativismo e garantindo a capacidade da
Natureza em resistir & interferéncia humana (Cunha, Pagando, 2020).

Portanto, o modelo de Lotka-Volterra fornece uma perspectiva ttil para entender os
problemas associados ao consumo excessivo e a degradagdo ambiental. Ele destaca a im-
portancia de adotar praticas de consumo sustentavel, conservagao dos recursos naturais e
implementacado de estratégias de gestdo ambiental para garantir um equilibrio saudével
entre a demanda humana e a capacidade dos ecossistemas de fornecer recursos de forma
sustentavel.

Um cenério envolvendo diretamente questdes sociais condiz aos conflitos entre grupos
étnicos ou religiosos, como a interacio de religides locais e religides oficiais (Cunha, Pa-
gando, 2020). Neste contexto, a se olhar com base no modelo de Lotka-Volterra, as intera-
¢Oes entre as populagoes (diferentes grupos ou comunidades) podem ser comparadas a com-
peticdo por recursos escassos, poder, influéncia politica, oportunidades econoémicas ou
mesmo territério. O crescimento de um grupo pode ser limitado pela presenca do outro,
levando a um ciclo de conflito e tensao social.

Sem haver determinantes para qual grupo é a presa ou o predador, nesse contexto de
tensoes étnicas ou religiosas, a presenca de um grupo pode limitar o crescimento ou a
expansao do outro, assim como o crescimento da popula¢do de presas é limitado pela pre-
dacao exercida pelos predadores. Nesta situacdo, a medida que um grupo expande sua
influéncia, recursos ou poder, pode afetar negativamente o outro grupo, levando a uma
reacao e uma tentativa de retaliacdo ou defesa. Esse ciclo de conflito pode continuar en-
quanto os grupos envolvidos ndo encontrarem uma maneira de conviver pacificamente ou
de resolver suas diferencas.

Além disso, assim como no modelo de Lotka-Volterra, a presenca de um grupo domi-
nante pode causar a supressdo ou marginalizacdo do outro grupo, levando a desigualdades
sociais, injusticas e a perpetuacao de um ciclo de conflitos, caso o ponto de equilibrio seja
alcancado, a interagdo proporcionard uma realidade social de harmonia entre os grupos
(Hidayati, Kurniawan, 2021). Convém ressaltar que além do modelo ndo considerar uma
gama de fatores — ou seja, possui suas limitagoes -, neste caso dos conflitos entre grupos
étnicos ou religiosos, contém elementos que os tornam complexos e multifacetados, influen-
ciados por uma série de fatores histéricos, culturais, socioeconémicos e politicos. O modelo
de Lotka-Volterra oferece uma analogia 1til para compreender as dindmicas de competicao
e limitagdo mutua entre os grupos, mas é necessario ter cautela ao aplicar esse modelo a
situagoes reais, considerando a riqueza de variaveis e fatores envolvidos nos conflitos sociais,
o mesmo sendo valido para o préximo caso.
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Outro cendario condiz aos desafios e questoes ligadas a migracdo e superpopulacido. O
modelo de Lotka-Volterra possibilita analisar os desafios relacionados a migracdo e super-
populagdo, assim como no modelo presa-predador, onde a populagdo de presas é afetada
pelo aumento da populagdo de predadores. Afim de detalhar, considere duas regides geo-
graficas povoadas, mas que ocorra uma migragao. A populac¢io que se desloca de uma regiao
para a outra é dita como “predador”, de modo que a populag¢do que “recebe” esta populacao
é a “presa”. Tais denominagdes para cada grupo é devido ao fato de que a migragdo em
massa pode ser vista como uma pressao exercida pela populagdo migrante sobre os recursos
disponiveis, a infraestrutura (como sobrecarga no sistema de satide e escassez de moradia)
e a coesdo social da regido receptora, criando desafios para ambas as populagdes (como
aumento do desemprego) e afetando o equilibrio entre elas, podendo experimentar niveis
mais altos de conflitos dentro da sociedade, como guerras (Apkarian et al, 2023).

Essa dindmica de interac¢ao entre a populacdo de migrantes e a populagao local cria um
desafio para o equilibrio entre ambas as populagées e para a gestao dos recursos disponiveis.
Estratégias adequadas de planejamento urbano, politicas migratérias, investimentos em
infraestrutura e programas de integracdo podem desempenhar um papel importante na
busca por solugoes sustentaveis e na promogao da coexisténcia harmoniosa entre as popu-
lagoes.

E pertinente ter em vista que & medida que uma populacdo cresce, requer mais recursos
do que podem estar prontamente disponiveis, pressionando a populagdo como um todo,
fazendo com que ela emigre, o que reduz o tamanho da populacdo, podendo atingir um
tamanho administravel. Por outro lado, se muita migragdo ocorrer com muita frequéncia,
as terras ao redor podem ser preenchidas, tornando dificil (ou mesmo impossivel) essa al-
ternativa.

4. Consideragoes finais

Conforme apresentado, o modelo de Lotka-Volterra surge para compreender sistemas
ecolégicos. Mesmo que exista um tratamento construido a partir de equagoes diferenciais,
uma andlise qualitativa do modelo (como por meio da Figura 4 e dos contextos discutidos)
permite que, feita a devida transposicao didatica, seja apresentado a diferentes modalidades
de ensino. Conforme as analogias feitas diante os exemplos trazidos, é possivel perceber que
o modelo possui um potencial que perpassa o cenario bioldgico e que podem ser 1teis durante
uma aula para o tratamento de problemas e questoes sociais.

Convém lembrar que a Ciéncia nao se faz desvinculada da sociedade e devemos tratar
(ou ao menos mencionar) esses temas com nossos alunos que, inclusive, apontam para a
crescente necessidade da acdo interdisciplinar na solu¢do de problemas. Neste sentido, as
solucoes de problemas nao se restringem apenas as questoes técnicas, mas sdo dependentes
também de questoes politicas, sociais, ambientais, de vontades individuais, de corporagoes
etc (Bazoo, Pereira, 2017). Em suma, o técnico é importante e desse pode desencadear alter-
nativas para tratar de aspectos humanos.

Por meio dos exemplos envolvidos, a discussao desses permite uma abordagem interdis-
ciplinar, possibilitando a integracao de conceitos e ferramentas de diferentes dreas para ana-
lisar e questdes sociais. Estas, por sua vez, podem se apresentar complexas, mesmo que o
modelo busque pela simplificagdo. Porém, ha de se considerar que os problemas sociais e
ambientais sao multifacetados e envolver uma variedade de fatores interligados. Os modelos
e analogias, como o de Lotka-Volterra, ajudam a simplificar e visualizar alguns aspectos
desses problemas, mas é importante reconhecer a complexidade real dessas questoes.

Quanto a isso, é possivel evidenciar nas situagdes como as interagdes humanas, entre
elas o consumo excessivo, os conflitos étnicos e religiosos e a migragdo em massa, podem ter
efeitos significativos na sustentabilidade ambiental e nas dindmicas sociais. Isso ressalta a
necessidade de considerar cuidadosamente as implicagoes das agoes humanas em relagio aos
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recursos naturais (como a conservagao dos recursos naturais) e a coexisténcia social (como
justica social e coexisténcia pacifica).

Esses apontamentos podem ser aplicados em aulas para promover uma compreensao
mais ampla dos desafios sociais e ambientais enfrentados pela sociedade atual. Os professores
podem utilizar essas ideias como ponto de partida para discussoes, atividades de grupo,
estudos de caso e projetos que incentivem os alunos a refletirem sobre as questées, buscar
solucoes criativas e desenvolver uma consciéncia critica sobre o impacto de suas agoes no
mundo ao seu redor.

Além disso, a abordagem interdisciplinar pode ser destacada, incentivando os alunos a
explorarem diferentes campos de conhecimento, como ecologia, sociologia, economia e poli-
tica, para obter uma visao mais holistica dos problemas sociais e ambientais e incentivar
uma mentalidade de colaboracao para a busca de solugoes sustentéveis.
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