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RESUMO

Neste trabalho apresentamos um levantamento inicial sobre o conceito de taxa de variagdo, para
atender nosso objetivo principal que € analisar como o conceito de taxa de varia¢do ¢ abordado em
livros didaticos da Educagdo Basica. Esse estudo ¢ parte das investigagdes de uma pesquisa de
mestrado em andamento, na qual pretendemos desenvolver uma Atividade de Estudo e Pesquisa
(AEP) para o estudo da derivada por meio da taxa de variagdo. Utilizamos como aporte tedrico a
Teoria Antropologica do Didatico (TAD) para suscitar as condi¢des e restricdes e as potencialidades
do conceito de taxa de variagdo para a construgdo/ reconstruc¢ao da derivada no Ensino Superior. Para
realizar esse levantamento, inicialmente, trouxemos a analise da derivada no Ensino Superior, o qual
percebemos o conceito de taxa de variagdo como um ponto em comum com a Educa¢do Basica, entdo
0 passo seguinte foi investigar como esse conceito ¢ apresentado nos livros didaticos desse nivel de
ensino.
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RESUME

Dans ce travail, nous présentons une étude préliminaire du concept de taux de changement, afin
d'atteindre notre objectif principal analyser comment ce concept est abordé dans les manuels
scolaires de 'enseignement fondamental. Cette étude s'inscrit dans le cadre d'un projet de recherche
de master en cours, visant a développer une activité d'étude et de recherche (AER) sur la notion de
dérivée a travers le prisme du taux de changement. Nous avons utilisé la théorie anthropologique de
la didactique (TAD) comme cadre théorique pour examiner les conditions, les limites et le potentiel
du concept de taux de changement dans la construction/reconstruction de la dérivée dans
l'enseignement supérieur. Pour mener cette étude, nous avons d'abord analysé la notion de dérivée
dans l'enseignement supérieur, ou nous avons identifié le concept de taux de changement comme un
point commun avec l'enseignement fondamental; I'étape suivante a donc consisté a étudier comment
ce concept est présenté dans les manuels scolaires a ce niveau d'enseignement.
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Introducio

As dificuldades de ensino e aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral (CDI) é
um tema recorrente em pesquisas na Educagdo Matemadtica, devido aos indices elevados de
reprovacdo e abandono desse componente no Ensino Superior. Em vista disso, esse trabalho
¢ oriundo da nossa pesquisa de mestrado que possui como objetivo analisar se uma Atividade
de Estudo e Pesquisa (AEP) utilizando a nogao de taxa de variagao pode contribuir para a
constru¢do do conceito de derivada no Ensino Superior no curso de Licenciatura em
Matematica.

Desse modo, o nosso objetivo, neste trabalho, ¢ analisar como o conceito de taxa de
variagao ¢ abordado em livros didaticos na Educacdo Basica. Queremos analisar a forma
como o assunto ¢ tratado em busca de estabelecer conexdes com esse mesmo conceito no
estudo da derivada no Ensino Superior. Esse estudo pode auxiliar na identificagdo de quais
elementos desse conceito sao considerados importantes, visando sua transposi¢do para
nogdes mais abstratas no Ensino Superior.

Nessa etapa da pesquisa estamos em busca de entender o que as institui¢des
dominantes apresentam sobre a taxa de variagdo, levantando as condicdes e restricdes em
relagdo a possibilidades de associar ao estudo de derivadas. E apods essa etapa, instituir um
modelo de referéncia para o estudo de derivadas por meio da taxa de variagdo, para ser
incorporada a AEP.

A justificativa para a realizagdo desse estudo esta no publico alvo da pesquisa:
estudantes do curso de Licenciatura em Matematica. Uma vez que, o intuito da nossa AEP
também € contribuir para a pratica docente desses estudantes em formacgao, apresentando um
novo dispositivo didatico e investigativo e mostrando a relagao entre os conceitos estudados
no Ensino Superior com a sua pratica de ensino na Educac¢ao Basica.

Utilizaremos a metodologia qualitativa, em uma abordagem de anélise documental.
Pois, nossas investigagdes serdo baseadas nas interpretacdes das andlises da apresentacao do
conteudo e exemplos resolvidos propostos no livro didatico. Nosso trabalho esta estruturado
da seguinte forma: a primeira secdo dedicada ao referencial tedrico; a segunda para

apresentar a constru¢do da nog¢ao de derivada no Ensino Superior; a terceira para a discussao
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da metodologia; a quarta se¢ao para a analise do livro didatico da Educagdo Bésica; a quinta,

e ultima parte, discute os resultados.

1 Referencial teorico

Utilizamos como aporte tedrico a Teoria Antropologica do Didatico (TAD). Essa
teoria foi desenvolvida por Yves Chevallard com o objetivo de estudar o homem diante as
situagdes matematicas, compreendendo e descrevendo as relagdes sujeito-instituigdo-saber
(Almouloud, 2007). Outro ponto relevante a respeito da teoria sdo os termos primitivos:
Objetos, Pessoa, Instituigdes, Relagdo Institucional ou Pessoal (Chaachoua; Bittar, 2019).
Dessa forma, a TAD situa a atividade matematica como uma pratica humana analisando e
identificando os problemas relacionados aos objetos de saber, para isso, apoia-se em termos
vinculados a ecologia.

Para Chevallard, o saber matematico organiza uma forma particular de
conhecimento, produto da acdo humana em uma institui¢do caracterizada por
qualquer coisa que se produza, se utiliza e se ensina, além de poder eventualmente
transpor as instituigdes. Assim, o autor introduz a noc¢do de habitat de um objeto
matematico como sendo o tipo de instituigdo onde se encontra o saber relacionado

ao objeto de estudo, que por sua vez determinara a fungdo desse saber, ou seja,
determinard seu nicho (Almouloud, 2007, pp. 113-114).

O saber ¢ uma forma de organizagdo de conhecimentos, destacando que isso ocorre
devido ao reconhecimento e as relagdes estabelecidas entre o objeto e o sujeito ou alguma
instituicao (Almouloud, 2007). Portanto, a Relagdo Institucional descreve de que forma
determinada institui¢do utiliza o objeto, que por sua vez condiciona a Relacao Pessoal, que
sdo as interagdes feitas pelo sujeito. Essa relagdo ocorre de acordo com a posi¢do ocupada
pelo sujeito em determinada instituicdo, assim professores e estudantes interagem de
maneiras distintas com o mesmo objeto, por exemplo.

A descricdo dessas atividades desenvolvidas ¢ feita a partir da abordagem
praxeoldgica. Segundo Chaachoua e Bittar (2019, p. 31), “Este modelo foi entdo introduzido
como uma resposta a uma necessidade metodologica, a de descrever as relagdes
institucionais”. Desse modo, as noc¢des de tarefa, técnica, tecnologia e teoria sdo utilizadas
para modelar essas atividades matematicas.

As tarefas e técnicas formam o bloco pratico-técnico da teoria. As tarefas sdo
identificadas por verbos de acdo que ditam a sua natureza e as técnicas sdo as maneiras de

se fazer determinada tarefa. Entendemos as técnicas como um conjunto de ferramentas
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disponiveis em determinada institui¢do, € ndo como um método ou algoritmo estruturado
(Almouloud, 2007). Sendo esse bloco baseado nos seguintes postulados:
1. Toda pratica institucional pode ser analisada, sob diferentes pontos de vista e
de diferentes maneiras, em um sistema de tarefas relativamente bem delineadas.

2. O cumprimento de toda tarefa decorre do desenvolvimento de uma técnica.
(Almouloud, 2007, p. 114).

O terceiro postulado da teoria diz respeito ao bloco teérico da TAD, a saber: “3. A
ecologia das tarefas, quer dizer, as condigdes e restricdes que permitem sua producdo e sua
utilizagdo nas instituicdes” (Almouloud, 2007, p. 116). Logo, esta vinculado ao fato de que
toda técnica utilizada em determinada instituicdo precisa ser devidamente justificada para
garantir a sua eficdcia. Esse ¢ o papel da tecnologia, ou seja, ¢ ela quem vai legitimar a
técnica escolhida para a realizacdo da tarefa. E da mesma forma que precisamos justificar a
técnica, também ¢ necessario fazer o mesmo com a tecnologia, sendo isso fung¢do da teoria.
Para a TAD, para que um objeto de saber seja considerado completo € necessario contemplar
os dois blocos da abordagem praxeologica.

Portanto, as andlises realizadas nesse artigo visam analisar como o conceito de taxa
de variagdo ¢ abordado em livros didaticos na Educagdo Basica, a fim de revelar quais
condi¢des e restri¢cdes a instituigdo dominante livro didatico aborda sobre o objeto do saber
taxa de variacdo. E assim, instituir um modelo de referéncia capaz de suscitar as
potencialidades de determinados conceitos para a construgdo/ reconstru¢cdo de objetos de

conhecimento matematico, no nosso caso, a derivada.

2 Uma analise sobre a derivada

Abordamos nessa secdo a constru¢do da nocdo de derivada e os diferentes
significados atribuidos a ela. Esse estudo seréa associado, posteriormente, a analise do livro
didatico da Educacao Basica em busca de identificar elementos em comum e que possam
agregar a AEP da nossa pesquisa de mestrado. Assim como, possam ser integrados ao
conhecimento do professor de matematica, com o intuito de estabelecer uma relagdo entre
sua formacao e pratica pedagogica.

A palavra tangente ¢ derivada do termo em latim tangens, cujo significado ¢
“tocando”. Desse modo, podemos compreender uma tangente a uma curva como sendo a
reta que toca essa curva, e ainda, essa reta deve ter a mesma dire¢do que a curva no ponto de

contato (Stewart, 2013). Mas, de forma geral, nos questionamos, como estabelecer relagdes
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com curvas mais complexas? Na Fisica, Quimica, Engenharias e areas afins, os dados de
determinado experimento ndo sdo expressos por equagdes e funcdes de forma explicita.
Esses resultados aparecem no formato de um gréfico, representado por meio de uma curva,
e, para realizar essas analises € necessario fixar uma reta tangente em determinado ponto, de
modo que seja possivel determinar uma equacao ou fungdo e verificar o seu comportamento.

Porém, apenas essa reta e seu respectivo ponto nao sdo suficientes para compor essa
analise, uma vez que ficariamos impossibilitados de determinar sua inclina¢do. Logo,
precisamos de dois pontos distintos para calcular essa declividade. Observe a Figura 1

abaixo.

Figura 1 - Grafico da inclinagdo da reta tangente

ya
Q(x, f(x)
S f)—fla)

P(a, f(a))

0 / a x x

Fonte: Stewart (2013)

O ponto P (a, f(a)) pertence a reta tangente a curva, até entdo o Unico ponto
conhecido, e Q (x, f{x)) € 0 nosso segundo ponto, marcado sobre a curva para calcularmos a
inclinacdo da reta secante PQ. O termo secante vem do latim secans e significa corte.
Portanto, uma reta secante toca a curva mais de uma vez. Logo, a medida que nos
aproximamos do ponto P por meio de variagdes no ponto Q, conseguimos determinar uma

inclinacdo. Entdo, dizemos que essa declividade € o limite das retas secantes. Esse limite ¢

denominado como sendo a derivada. Formalmente, temos que: mp, = lim %
x—a -

Uma outra interpretacdo para esse problema ¢ por meio da taxa de variagao.

Nesse caso, consideramos P (a, f(a)) e Q (a + h, f (a + h)), sendo a + h a representagdo da
variacdo de posi¢do. Logo, temos que: }lirré M Destacamos que uma condigao

necessdria e suficiente para 4 tender a zero, ¢ que x tenda a a (Stewart. 2013).
Por fim, para a interpretagdao da derivada sob o ponto de vista da taxa de variagao,
consideramos P (x;, f(x1)) € Q (x2, f (x2)). Além disso, supomos y como uma variavel que

depende de x, sendo a fun¢do y = f(x). Desse modo, a varia¢ao de x no intervalo determinado
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por x; a x> implica uma variagdo correspondente em y, as quais representamos por: Ax =

By _ fl)=f@)

Xy —x1 € Ay = f(x3) — f(x1). Essa variagao ¢ dada por: ~ P
2741

Essa variagao ¢ denominada como taxa de variagdo média, que também corresponde

a inclinagdo da reta secante PQ. Se fizermos x> aproximar-se cada vez mais de x;, estamos

fazendo Ax tender a 0. Esse limite ¢ conhecido como taxa de varia¢do instantanea de y em

relagdo a x quando x = x;, o que ¢ interpretado como a inclinagdo da reta tangente a curva

que definimos no inicio, y = f(x) (Stewart, 2013). Assim, temos que:AlimOi—Zz
X—

llm f(xz)_f(xl).

Xp—Xq X2—X1

Portanto, percebemos a utilizagdo do problema da reta tangente para a constru¢ao do
conceito de derivada no estudo do Célculo Diferencial e Integral (CDI) no Ensino Superior.
Assim como, a nog¢ao de taxa de variagao serve para que possamos verificar o dinamismo do
conceito e das variagdes ocorridas através dos acréscimos feitos em Ax e Ay.
Consequentemente, podemos observar que essas movimentagdes correspondem a
declividade da reta secante, ¢ & medida que nos aproximamos de P a partir do ponto Q
conseguimos determinar uma aproximagao da inclinagdo da reta tangente.

Contudo, alinhado ao nosso referencial tedrico, precisamos observar as condi¢des e
restricdes desse objeto de saber para que sejam integradas ao MER e posteriormente a AEP,
resultando num recorte em comum com o Ensino Superior ¢ a Educacao Basica. Nesse
sentido, possuimos como restricdo o conceito de limite, a no¢do de reta secante e reta
tangente associada a uma curva. Visto que esses conceitos sdo abordados implicitamente nos
estudos de Geometria Plana na Educagdo Badsica, conforme podemos observar nas

habilidades EFOOMA11 e EFOOMA 14 da Base Nacional Comum Curricular (BNCC):

(EFOOMA11) Resolver problemas por meio do estabelecimento de relagdes entre
arcos, angulos centrais e angulos inscritos na circunferéncia, fazendo uso,
inclusive, de softwares de geometria dindmica.

(EFO9MA14) Resolver e elaborar problemas de aplicacdo do teorema de Pitdgoras
ou das relagdes de proporcionalidade envolvendo retas paralelas cortadas por
secantes (Brasil, 2018, p. 318-319).

E como condicdo apresentamos a nogdo de taxa variacdo, o ponto comum entre 0s
dois niveis, embora com finalidades diferentes. Logo, de acordo com a BNCC temos a
seguinte habilidade: “(EM13MATI101) Interpretar criticamente situacdes econdOmicas,
sociais e fatos relativos as Ciéncias da Natureza que envolvam a variagao de grandezas, pela

analise dos graficos das fungdes representadas e das taxas de variagdo, com ou sem apoio de
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tecnologias digitais” (Brasil, 2018, p. 533). Na proxima sec¢ao, abordaremos a metodologia

da pesquisa.

3 Metodologia

As investigagOes realizadas nesse artigo enquadram-se na metodologia qualitativa,
segundo Creswell (2007, p. 184), nesse método ¢ “empregado diferentes alegacdes de
conhecimento, estratégias de investigacdo e métodos de coleta e anélise de dados”™. Portanto,
voltamos nosso olhar para as interpretagdes geradas no decorrer do processo da pesquisa,
apresentando e discutindo os resultados com base no referencial tedrico exposto.
Utilizaremos a abordagem da analise documental, nesse caso, estamos considerando o livro
didatico como fonte principal de informacao para a coleta dos dados. Segundo Gil (2002) a
pesquisa documental fundamenta-se na utilizagao de fontes que nao foram previamente
submetidas a um tratamento analitico sistematico, ou que ainda podem ser reinterpretadas e
reorganizadas em conformidade com os objetivos da investigacao cientifica, € em nosso caso
o livro serd a fonte de pesquisa desse artigo.

Selecionamos trés livros didaticos para esta andlise. O critério de analise foram livros
aprovados pelo Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) no site da Bahia. Para fazer
essas escolhas, pesquisamos os livros adotados pelas escolas de Ensino Médio na Bahia.
Uma vez que o estudo aprofundado das fungdes, e consequentemente, o aparecimento do
conceito de taxa de variagdo associado a esse contetido aparece de forma explicita nessa
etapa. A seguir, descreveremos os procedimentos realizados para chegar aos livros
analisados.

Digitamos na barra de pesquisa do Google o seguinte comando: “livros didaticos de
ensino médio adotados na Bahia 2025”. Dentre as opg¢des sugeridas, encontramos, no site
Bahia J4, uma noticia de 14 de julho de 2021, informando que as escolas da rede estadual de
ensino estavam escolhendo os livros didaticos que seriam utilizados de 2022 a 2024. Em
seguida, fomos direcionados ao guia do PNLD por meio desse enderego:
https://pnld.nees.ufal.br/pnld 2021 didatico/inicio. Na péagina inicial, selecionamos a area
de conhecimento Matematica e suas Tecnologias, para conhecer as obras disponibilizadas
para a escolha das escolas.

Ao todo, foram disponibilizadas dez colegdes, das quais selecionamos as seguintes

para a andlise: Conexdes- Matematica e suas Tecnologias, Prisma- Mateméatica e Matematica
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em Contextos. Escolhemos as obras que abordam os contetdos de Fungdes. E importante
destacar que as obras analisadas nesse trabalho foram escolhidas aleatoriamente; ndo
conseguimos verificar quais delas estao, de fato, em circulagdo nas escolas da rede estadual
de ensino da Bahia. Na proxima sec¢ao, analisaremos como o conceito de taxa de variacao ¢

abordado em livros da Educagao Basica.

4 Analise dos livros didaticos

ApoOs a apresentacdo inicial sobre a derivada, verificamos que esses objetos estao
intrinsecamente relacionados ao estudo de fungdes. Além disso, observamos a presenca do
conceito de taxa de variacdo, o que nos permite compreender a no¢ao de derivada por meio
da variagdo da reta secante em torno da tangente. Portanto, nas analises dos livros didaticos,
0 nosso objeto de estudo foram as func¢des e como ¢ abordado o conceito de taxa de variagao.

Iniciamos nossa analise com o livro “Conexdes- Matematica e suas Tecnologias:
Fungdes e aplicagdes”. Observando o seu sumario, verificamos que apenas no conteudo de
funcdo afim aparece o conceito de taxa de variagdo. O autor utiliza como abordagem o
comportamento da fun¢do em relacdo a variacdo da sua imagem, a medida em que variamos
os elementos do seu dominio em determinando intervalo. Conforme podemos observar na

Figura 2.

Figura 2 - Nocdo de taxa de variagdo

® Grafico da funcao afim

2.1 Taxa de variagio

Dada uma fungdo, podemos estudar seu comportamento analisando a relagdo
entre a variacdo das imagens (Ay) e a variacao dos respectivos elementos do doml-
nio que as determinam (A x), ou seja, podemas verificar como varia f{x) atribuindo
diferentes valores para x.

Como exemplo, vamos analisar o comportamento da func¢do afim dada por
fix) = —3x + 1.

Primeiro, escolhemos dois elementos do dominic e calculamos as respectivas imagens:

* Parax, = 0, temos fix) =y, = 1.

» Parax, = 1, temos fix,)) = y, = -2

Em seguida, comparamaos a variac3o entre as imagens obtidas com a variagdo dos
respectivos alementos do dominio:

Ay _Yimw o —2-1 4

AX X3 — X 1-0

Assim, o namero —3 é a taxa de variagdo da funcdo f no intervalo [0, 1].
‘Agora, vamos calcular a taxa de variac3o dessa funcdo em outra intervalo.
* Parax, = —4, temos fix,) = y, = 13

* Parax, = —2, temos flx,) = y,= 7.

Ay _ye—ys __7-13 -6 __3

Ax X,k —I-1§ I

Percebemos que o ndmero —3 &, novamente, a taxa de variacdo da fun¢do f no
intervalo [-4, -2].

Fonte: Leonardo (2020, p.18)

A nogao apresentada pelo livro é semelhante a que analisamos na se¢ao anterior, no
sentido de que tomamos intervalos para verificar o comportamento dessa fun¢do. Como,

nesse caso, trata-se de uma fungdo afim, os exemplos mostram que essa variag¢ao ¢ constante
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para qualquer x; e x> escolhidos. Ao final da explicacdo, o autor apresenta uma generalizacao
dessa ideia e conclui que a taxa de variagdo para uma fun¢do afim serd igual ao coeficiente

angular dessa fungao.

Figura 3 - Generalizacdo da taxa de variagdo para uma fungdo afim
Sabemos que uma fungdo afim & definida por fix) = ax + b, sendo a e b ndmeros reais.
Parax =x, temos fix) =y, = ax, + b.

Para x = x;, temos fix,) =y, = ax, + b.

Parax, = x, temos 2 = Ya= 0 anprb-f@nth) _an-x) _
1 AX X=X, X3 — X, X -

Note que a taxa de variag3o ndo depende do intervalo escolhido; ela sempre
vale a.

A taxa de variagdo de uma fungdo afim 7, dada por fix) = ax + b, é constante
para qualguer intervalo do dominio e, numericamente, & igual ao coeficiente a.

Fonte: Leonardo (2020, p. 18)

Neste topico, encontramos um exercicio resolvido no qual foi utilizada a coordenada
(x, x + h), substituida na fun¢do f{x)=-3x + I, do exemplo inicial, com o objetivo de mostrar
que a taxa de variagdo ¢ -3, conforme visto nas resolugdes iniciais, € que esse valor ¢é
correspondente ao coeficiente angular da fun¢do. Como podemos observar na Figura 4, essa
ideia ¢ enfatizada também no quadro com os valores do dominio e imagem da fun¢do, em

que, para esse ultimo verifica-se essa variagao de -3.

Figura 4- Exercicio resolvido

Exercicio resolvido
R2. Verificar que a taxa de variagio da fun¢3o afim dada por fix) = -3x + 1€

igual ao coeficiente de x, ou seja, —3.

Resolucio

Consideremos x e X + h (com h € R*) dois elementos do dominio.

e fly=-3x+1

sfir+h=-3x+h+1=-3x-3h+1
flx+h) —flx) _ -3x-3h+1-(-3x+1)

(x+h)—x h -
_-3x-3h+1+3x-1_-3h_ 4
h

Assim:

h

Portanto, a taxa de variacao da fungao

deleiff)— —3x + 16-12. )= -3 +1
Observe novamente que a taxa de X ix)
variagdo encontrada (—3) € igual ao i —2 7
coeficiente a da funcio. ] ; = 4 J
Quando o valor de x aumenta 1 unida-

de, o valor de f{x) decresce 3 unidades; P 0 1 “
quando o valor de x aumenta 2 unida- ., | 1 —2 =
des, o valor de f{x) decresce 6 unidades; AN 3 s

e assim por diante

Fonte: Leonardo (2020, p. 19)

Notamos que nao h4, neste livro, a utilizacdo do grafico da fungdo como apoio para
mostrar essa variacao e justificar o intervalo apresentado na generalizagdo, Ax = x, — xq €
Ay =y, —y;, ouainda, x e x + /. Tendo em vista que esse topico estd associado a se¢ao
sobre o grafico da fungdo, consideramos esse recurso importante para o reconhecimento
desses elementos no grafico e sua transposicao para o estudo de outras fungdes. Assim como,

para o uso dessa nocao em situagdes que ndo sao descritas explicitamente por uma fungao,
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mas por meio de um grafico, e para apresentar esse coeficiente angular como sendo a
inclinagdo da reta, conforme vimos na sec¢ao sobre a reta tangente e a derivada.

O segundo livro pertence a colecao “Prisma- Matematica: Conjuntos e fungdes”. O
conceito de taxa de variagao € apresentado no capitulo sobre fung¢ao afim. Do mesmo modo
que, no primeiro livro essa no¢ao também aparece na se¢ao sobre o grafico da fungdo.

Figura 5- Taxa de variagdo
Taxa de variacgéo

Utilizamos, neste Capitulo, uma fungio dada por p(x) = 275x + 4,50 para representar a
relagdo entre o preco de uma corrida de taxi, em reais, e a distancia percorrida, em quilémetro.
Observe a seguir o grafico dessa funcie, verificando que, nessa situagio, temos x > 0.

PpIRS)
RESPONDA

1550 « Porque, nessa
15,00 situagao, o dominio
da fungso & o con-
junto formado pelos
S0 valores reais dex
450— maiores do que 0?

0 T2 3 45 xpm) = Nessa fungao, qual &
0 acréscimo verifi-
Perceba que, na situagdo apresentada, hd uma variagio nos valores cado no valor dep a
da fungdo p @ medida que os valores correspondentes de x também cadavariagao de
variam. Estudaremos agora uma maneira de fazer essa andlise utilizando é‘k]m?jnuvalurdex?
a taxa de variacao média. Ver as()ﬁenh;ﬁe;
para o professor.

Considerando uma fungdo f: R — R e dois nlimeros reais x, e x,,
tais que x; < x, a taxa de variagio média da funcao no intervalo
flx,) —fix)

X,—

[x, x,] é dada por.
x

Fonte: Bonjorno, Junior e Sousa (2020, p. 93)

Observamos que, nesse livro, hd uma apresentagdo do grafico da funcdo e o destaque
de dois pontos distintos, que poderiam ser explorados para mostrar a taxa de variagdo dessa
fun¢do e como esse resultado corresponde ao coeficiente a da funcao. Os autores apontam
que ha uma variacao nos valores da imagem funcao a medida que variamos os valores do
dominio, e esse comportamento ¢ denominado por taxa de variagdo. Em seguida, mostram a
férmula e como ela foi obtida.

Apesar do grafico, ndo fica claro que os elementos sdo o quociente dos termos Ax =
X, —x1 € Ay = f(x3) — f(x1). Assim como o primeiro livro, a conclusdo ¢ de que o valor
obtido serd o coeficiente angular da fungao. Porém, para que o estudante possa constatar esse
fato, € necessario uma mediacao do professor por meio do item Pense e Responda. Apos a
conclusao sobre a taxa de variagao da fungdo afim, os autores mostram como sao conhecidos
os termos da funcdo e seu papel no grafico. Para o coeficiente angular, apresentam que o
valor esta relacionado a inclinacao da reta.

Nesse livro, chama-nos a atengdo o exemplo da Figura 6, sobre a variacdo de um
titulo de investimento, representado por meio de uma tabela e, posteriormente, transposto

para a forma de um grafico.
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Figura 6- Exemplo sobre a variagdo de um titulo de investimento

Mauricio estava estudando a variagdo de um titulo de investimento que comprou
e observou os seguintes valores.

Tempo (em més) Valor do titulo (em milhares de reais)

0 250

25 254

50 57
10,0 260
50 266
8,0 70
240 73
300 283
360 288

Ele representou os valores do titulo em fun¢do do tempo em um aplicativo e observou que
©s pontos obtidos ndo estavam sobre uma tnica reta (Figura 1), mas que é possivel obter uma
reta (Figura 2) que o auxiliasse a analisar o comportamento desses valores.

2 =

25

) z

75 ;

27 -

65 -

550"

5

wsL
0 s w15 ™ B DB @

Tempo (2m mas)

= Figura 1. = Figura 2.

Vaior oo thulojem milhars e rals)
Vaior oo thulolem milhares d reals)

]
in
LT CESEDITRATE ARTE

0 5 0 15 W s W s
Tempa fem mes)

Mauricio obteve a lei de uma fungdo afim para que pudesse modelar essa situagio e fazer
uma estimativa do valor do titule quande completasse 48 meses. Observe come ele fezisso.
Inicialmente, utilizou dois pontos pertencentes a reta para calcular o coeficiente a. Observe
que ele obteve um valor aproximado.
_288-266 =£EO,'\05
36-15 21
Em seguida, verificou que o coeficiente linear da reta é 25.
Assim, utilizando a = 0,105 e b = 25, escreveu a lei da fungae, flx) = 0,105x + 25, e
calculou fi48).
fi48) = 005 - 48 + 25 = 30,04

Fonte: Bonjorno, Jinior e Sousa (2020, p. 94-95)

Podemos observar que, inicialmente, sdo dadas apenas as informagdes sobre o tempo
e a valor do titulo naquele més, ou seja, ndo ha uma descricao explicita da fungdo associada
ao exemplo. Como forma de descobri-la, sdo marcados pontos sobre o grafico e utilizada a
formula da taxa de variagdo para encontrar a lei de formagao dessa funcao.

Percebemos uma ideia parecida com os problemas que sdo analisados nas Ciéncias,
que mostram a relag@o entre a taxa de variacdo e a derivada, conforme discutimos na se¢@o
anterior. Também ¢ possivel aproveitar situagdes parecidas com essa para explorar a taxa de
variacdo em curvas, como por exemplo, na fun¢do quadratica, mostrando que nem sempre
essa variagdo sera constante, como ocorre na funcdo afim. Através desses exemplos,
conseguimos mostrar, intuitivamente, a no¢ao de derivada como a taxa de variagao.

O terceiro livro ¢ o “Matematica em Contextos: Fun¢do afim e funcido quadratica”.
Assim como nos casos anteriores, o conceito de taxa de variagdo ¢ abordado apenas no
conteudo de fun¢do afim. Os autores iniciam mostrando a sua defini¢cdo e sua generalizagdo
para essa fun¢do. Para isso, eles escolhem o intervalo fechado determinado por x e x + 4,
para representar essa variagdo de posi¢cdo no grafico da fun¢do, conforme observamos na

Figura 7.
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Figura 7- Taxa de variagdo média da funcdo afim

Dados x e x + h nimeros reais, com h > 0, o nimero ﬂx_—f—?ﬂl é chamado taxa de varia¢io

média da funcdo f no intervalo [x, x + h].
Considerando & funcio afim f: R — R, definida por f(x) = ax + b, a taxa de variacio média em relacio a
x & dada pelo nimero:

Flx+h) —flx) _alx+h +b—(ax+b) _ 2x+ah+h—ax—h _ah
h h h h

=a

fix+ h) — flx)

Portanto, para a funcao afim: h =a

Fonte: Dante ¢ Viana (2020, p. 28)

Os autores concluem que o coeficiente angular da funcao afim sera correspondente a
sua taxa de variagdo, embora isso nao fique evidente na explicagdo inicial. Com isso,
queremos dizer que os autores ndo mostram essa ideia por meio da lingua materna; essa ideia
fica implicita na generalizagao.

O livro propde também uma explicagdo sobre o intervalo [x, x + /], por meio de
exemplos numéricos e outras representacdes. Porém, ndo ha, nesse topico, a presenca do
grafico da fungdo, um recurso importante para compreender essa variacao e esses elementos.
Além disso, ndo hd exemplos resolvidos por meio da férmula, mostrando como encontrar
essa taxa de variacdo. Os autores apontam que essa variagdo ¢ constante em todo o grafico
e, nas funcdes apresentadas, deixam de forma implicita que a taxa de variagdo da funcao

afim € o seu coeficiente angular. Como podemos observar na Figura 8.

Figura 8- Explicagdo sobre os elementos da taxa de variacao.

Fique atento

4

4
A notacio de intervalo l)s, x+ h] indica todos os nimeros reais gue sio maiores ou iguais a x e que sio menores ou iguais a
x+ h. Também podemos indicar esse intervalo como x = t=x + h comtER

Observe nos préximos exemplos o uso dos colchetes abertos e fechados e a inclusio ou ndo dos extremos do intervalo

[2, &]: intervalo fechado i esquerda e 4 direita, ou 2= 1= 6.

]2, b] intervalo aberto 4 esquerda e fechado a direita, ou2 < t=6.

2. ¢:intervalo aberto & esquerda e a direita, ou 2 < t < 6.

[2. ¢]: intervalo fechado & esquerda e aberto & direita, ou2 = t < 4.

Assim, a taxa de varlacio média, em relacdo a x, de uma funcdo afim qualquer, definida por f(x) = ax + b, é a.
Observagdes:
* Como a taxa de variagdo média de uma funcdo afim é constante, podemos dizer apenas taxa de variagao.
* Ataxa de variacdo da funcdo afim pode ser interpretada come a variagdo em f(x) causada por cada aumen-
to de 1 unidade em x. Exemplos: a taxa de variacdo da funcdo afim dada por f(x) = 5x + 2 € 5, ou seja,
cada acréscimo de 1 unidade em x faz f(x) aumentar 5 unidades; a taxa de variagdo da fun¢do definida por

glx) = —3x + 2 & =3, ou seja, cada acréscimo de 1 unidade em x faz g(x) diminuir 3 unidades.
* A taxa de variacdo da funcdo afim pode ser obtida conhecendo-se dois dos valores ce\a,f[x‘) ef[xz):
X - X N
a= fla)— I '),parax|1——-xz.
X2 T X

Fonte: Dante e Viana (2020, p. 28)

Ao final, temos outra representacdo para essa taxa de varia¢do. Nesse caso,
compreendemos que os autores queriam mostrar essa defini¢do associada a noc¢do de
dependéncia da varidvel f(x) em relacdo a x. Ou seja, variagdes em x provocam variagoes

correspondentes em f(x).
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Desse modo, compreendemos que para a Educacdo Basica o conceito de taxa de
variagdo possui como intencionalidade o estudo das variagdes em um dado intervalo da
fungdo afim, observando que essa variacdo € constante e que a partir dela ¢ possivel
determinar os valores da imagem da funcao. Nao possuindo relagao com a inclinagdo da reta
secante e tangente como ocorre no Ensino Superior para determinar a derivada. No entanto,
pensando na pratica pedagogica do professor, em nossa AEP podemos enfatizar o seu estudo
desse conceito para a construgdo da nogao de derivada por meio de um estudo dindmico,
com situagdes que enfatizem o significado de Ax e Ay e o mostrem como representantes
dessas variagdes, uma vez que representam os acréscimos ao longo dos intervalos nos eixos

do gréfico da fungao.

Consideracoes finais

A partir dessa analise inicial, conseguimos identificar um ponto de interse¢ao entre
o Ensino Superior e a Educacdo Basica, observando o objeto de estudo da derivada, por meio
da no¢ao de taxa de variacdo. Embora, com finalidades distintas, podemos articular esse
conceito em nossa AEP de modo a contribuir com a aprendizagem e construgdo do conceito
de derivada, ao mesmo tempo que abordamos topicos importantes para a pratica docente.

Um ponto a ser destacado € a auséncia dos graficos para a exploracdo desse conceito
por meio de seus intervalos. Além de serem tteis para exemplificar a questao do dinamismo
da taxa de variagdo e derivada, os graficos permitem uma compreensao mais dinamica do
conceito. Compreendemos que o conceito explorado dessa forma, sem associacdo as
variagdes no grafico e no comportamento da funcdo, provoca uma visdo estatica,
dificultando, em estudos mais aprofundados, a compreensao de comportamento da taxa de
variagao e da derivada de funcgdes.

Portanto, para compor o estudo da nossa pesquisa de mestrado, com a finalidade de
construir um Modelo Epistemoldgico de Referéncia (MER) que possibilite o
desenvolvimento de uma Atividade de Estudo e Pesquisa (AEP) para o estudo da derivada
por meio da taxa de variagdo, os proximos passos a serem dados sdo uma analise conforme
a organizacdo praxeoldgica da Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD) nesses livros
didaticos, a fim de fazer o levantamento dos tipos de tarefas, técnica, tecnologia e teoria que
predominam no estudo da taxa de variagdo tanto na Educacdo Bésica quanto no Ensino

Superior, tanto para revelar as praxeologias dominantes, tanto para compreender as
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condi¢des e restricdes referentes as organizacdes praxeologicas da taxa de variacdo para o
estudo de derivada que vivem na institui¢ao livro didatico da Educagio Basica.

Além disso, para construir esse MER, também vamos investigar a presenca de
situagdes nos outros tipos de fungdes que permitam a aplicagao da taxa de variagdo em sua
analise. Desse modo, conseguiremos explorar essa técnica e outras com a finalidade de
compreender a derivada no Ensino Superior a partir de elementos conhecidos e estudados na
Educagao Bésica. Do mesmo modo, o levantamento de outras praxeologias, tornara o nosso
MER capaz de construir/ reconstruir a forma como esse conteudo ¢ ensinado, indo além da
manipula¢do mecanica dos procedimentos algébricos.

Esse estudo podera proporcionar aos professores e estudantes da Licenciatura em
Matematica uma reflexdo acerca das nossas praticas e do pensamento matematico que
construimos ao longo da Educacdo Bésica. Isto é, chamar a atengdo sobre como o ensino
desassociado das razdes de ser daquele objeto, contribui para as dificuldades no Ensino
Superior. Assim como, propde uma reflexdo sobre as praticas de ensino nos cursos de

Licenciatura que devem articular-se com as praticas na Educacao Basica.
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    m  P Q =    lim  x → a ⁡    f  ( x ) − f ( a )  x − a


     lim  h → 0 ⁡    f  ( a + h ) − f ( a ) h


 


  ∆ y = f (   x 2 ) − f (   x 1 )


    ∆ y  ∆ x =   f  (   x 2 ) − f (   x 1 )    x 2 −   x 1


     lim  ∆ x → 0 ⁡    ∆ y  ∆ x =    lim    x 2 →   x 1 ⁡    f  (   x 2 ) − f (   x 1 )    x 2 −   x 1


  ∆ x


  ∆ y


  ∆ x =     x 2 −   x 1


  ∆ y =   y 2 −   y 1


  ∆ x =     x 2 −   x 1


  ∆ y = f (   x 2 ) − f (   x 1 )
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