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INTRODUCAO

A Teoria de Valorizagdo teve inicio em 1912, quando o matematico hungaro Josef Kurschik
formulou os axiomas de valorizacdo em corpos. A principal motivacao foi a tentativa de melhorar
a fundamentacgdo da teoria de corpos p-ddicos definidos por Kurt Hensel. Nas décadas seguintes
houve um répido desenvolvimento da Teoria de Valorizacdo, apds a descoberta de que muitos pro-
blemas da Teoria de Niimeros Algébricos poderiam ser melhores entendidos com o uso de métodos
da Teoria de Valorizacao. A eficiéncia da Teoria de Valorizacdes no estudo de corpos levou a tenta-
tiva natural de tentar generalizar este conceito para estruturas mais gerais, como por exemplo, em
dlgebra de Quatérnios, tais extensdes poderiam ser chamadas de valorizagoes ndo-comutativas.

Este projeto foi uma continuag@o dos estudos e trabalhos financiado pela PROBIC/UEFS
segundo edital PPPG-IC/UEFS N° 01/2018, com o seguinte titulo de plano de trabalho: Anéis
de Valorizacio em Algebra de Quatérnios. Na Pesquisa anterior desenvolvemos estudos sobre
os Quatérnios, Extensoes de corpos e mais particularmente Extensoes Quadrdticas dos racionais.
Além disso, através do comportamento de tais valoriza¢do sobre estas extensdes podemos reu-
nir informagdes importantes sobre o Algebra dos Quatérnios. Este estudo foi uma continuagio
direta destes estudos, onde retomamos as pesquisas sobre Extensdo de Corpos e Quatérnios, fo-
cando principalmente em valorizagdes sobre extensoes quadratica, onde o nosso objetivo era criar
condigdes necessdrias e suficientes para decidir quando tal valorizacao possuird extensao em uma
algebra de quatérnios.



MATERIAL E METODOS OU METODOLOGIA (ou equivalente)

A pesquisa € de natureza tedrica. O ponto de partida foi o levantamento bibliogréfico.
Neste ponto, buscamos os resultados que ja sdo conhecidos e as técnicas utilizadas para obté-
los. Foram estudados a estrutura de anéis de valorizacdes em corpos, principalmente no caso
das valorizagdes p-adicas no corpo dos racionais. A partir dai partimos para investigar extensoes
de corpos, conjuntamente com isso, 0 comportamento de uma valorizacdo sobre essa extensao,
estudando o seu grau residual, seu indice de ramificacdo e a equivaléncia entre duas valorizagdes.
E para finalizar, pesquisamos condicdes sobre as quais a valorizac@o p-adica teria extensao unicas
sobre uma extensao quadratica dos racionais.

RESULTADOS E/OU DISCUSSAO (ou Andlise e discussio dos resultados)

A revisao bibliogréfica foi importante para a reunido de resultados e técnicas ja obtidas
ao longo dos estudos da Teoria de Valorizagdo, o qual possibilitou um melhor tratamento de nosso
problema, ou seja, resultados e discussdo deste trabalho surgem de defini¢cdes e lemas anteriores
que sdo de suma importancia. Detalharemos a seguir as informacdes principais dos objetos ma-
tematicos e além disso as proposicdes mais importantes para este trabalho.

Definicao 1: Seja (I', <) um grupo abeliano aditivo totalmente ordenado e oo é maior que todo
elemento de I', co 4 x = o0 € o0+ 00 = oo para todo x € I'. Definimos uma valorizagdo v sobre um
corpo K, como a fun¢do sobrejetora

v:K — [U{eo},
satisfazendo as seguintes condi¢des para todo x,y € 1"
(i) v(x) =0 <= x=0;
(i) v(x-y) =v(x)+v(y);
(iii) v(x+y) > min{v(x),v(y)}.

Obsevacao 2: Chamaremos o grupo I" de grupo de valores.
Exemplo 3: Seja p € QQ um nimero primo. Para todo nimero racional x € Q*, temos pelo Teorema
Fundamental da Aritmética que existem dnicos ,a,b € Z, tais que

x:pa-;—j, com pta-b.

A funcgdo a seguir € um valorizacdo sobre (Q, a qual chamamos de valorizagdo p-adica:
Vp: Q= ZU{eo}
o, sex #0;
vp(x) = {

oo, se x = 0.

Esta valorizag¢do recebe um nome especial de valorizacdo p-adica e € parte importante em
nosso trabalho. Note que o grupo de valores de v, é Z = v,(Q*) . Além disso, toda valorizagao



no corpo dos racionais serd uma valorizag¢do p-adica ou € a Valorizagdo Trivial que consiste em ter
a imagem de todos os elementos ndo-nulos 0 e a imagem de 0 € oo, este € o Teorema 2.1.4 da secao
2.2 apresentado e demonstrado em ENGLER e PRESTEL (2006).

Da defini¢ao de valoriza¢do podemos definir um conjunto O,, := {x € K| v(x) > 0} o qual
€ um subanel de K chamado anel de valorizacdo deste corpo. Tal anel de valorizagdo possui um
tinico ideal mdximal M, : {x € K| v(x) > 0}, tornando um Anel Local. Logo, definimos o corpo

K, = A?v qual chamaremos de corpo de classe de residuo.

f)ados uma extensdo de corpos L/K e duas valorizagdes vy, v, onde vy, v, sdo valorizagdes
sobre L e K, respectivamente. Dizemos que vy € uma extensdo de v, quando O,, C O,,. De certa
forma, € natural pensar se 0 mesmo ocorre quando usamos uma defini¢do andloga para extensao,
mas com L tendo uma estrutura mais geral do que a de um corpo como, por exemplo, anel de
divisdio. WADSWORTH (1986) respondeu a esta pergunta quando L € um anel de divisdo, encon-

trando uma condicdo para a existéncia de tal extensdo o qual estd expressa no Teorema 4.

Teorema 4 Seja D um anel de divisdo com dimensao finita sobre seu centro F' e v uma valoriza¢do
sobre F. Entdo, v se estende para uma valorizacao sobre D se, € somente se, v tem uma extensao
unica para todo corpo K, com F C K C D.

Estamos interessados quando F = Q e D = (u,v)q, onde (u,v)q := {a+bi+cj+dk|i* =
u,j> =v,k* = —uwvea,b,c,d € Q}, com u,v € F. D é chamado de Quatérnios. Temos que D é
uma algebra de divisdo de dimensdo quatro sobre os racionais. Portanto, dado v, uma valorizagao
p-adica, terd uma extensdo sobre D se, € somente se, tiver extensao unica sobre todo corpo K,
tal que F C K C D. Tal corpo K é uma extensdo quadrética sobre QQ, ou seja, K = Q[\/E] com
d € Q livre de quadrados. Logo, precisamos saber para qual dupla (p,d) existe extensdo para v,
em Q[\/g] e quando tal extensdo é dnica. E possivel responder 2 primeira questio com o Teorema
3.1.2 da secao 3.1, presente em ENGLER e PRESTEL (2006):

Teorema 5: Seja K, /K| uma extensao de corpos, e seja O um anel de valorizagio K|, entdo existe
0>, uma extensao de O; em K>.

Assim concluimos que sempre existe um extensdo e ndo depende da dupla (p,d). Para
responder a segunda questdo € necessario definir duas no¢des importantes. Dadas uma extensao
(K1,01) C (K»,03), correspondendo a v; : K; — I'; U {eo}, para todo i = 1,2. O nimero f =
f(02,01) = [K> : K] serd chamado de grau residual, enquanto que o nimero e = ¢(0,,0;) =
[[’; : T'1] sera chamado de indice de ramificacdo. Quando a extensdo K,/K; ¢ finita vale que
e,f <o e e-f<n=I[K;:K]. Oteorema a seguir é apresentado como Teorema 3.3.5 na se¢@o

3.3 de ENGLER e PRESTEL (2006).

Teorema 6 Seja O um anel de valorizagdo de um corpo F , com grupo de valores Z, e sejam
01,0;,---,0,, extensdoes de O em uma extensao K, finita e separavel de F. Entao

[L:K]=) e(0;,0)f(0;,0).
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Através do Teorema 6 podemos limitar a quantidade de extensdes possiveis para a valoriza¢ao



v,. Como o [Q[v/d] : Q] = 2, concluimos a existéncia de trés possibilidades:

(i) Existe uma tnica extensdo com ¢(01,0) =2 e f(01,0) = 1;
(ii) Existe uma tnica extensdo com e¢(01,0) =1¢e f(01,0) =2;

(iii) Existe duas extensdes com e(01,0) = e(0,,0) = f(01,0) = f(0,,0) = 1.

Veja que ndo haverd extensdo para D se acontecer conforme item (iii), portanto devemos saber
quando a dupla (p,d) dard origem ao item (iii). Conforme nossos estudos identificamos as tnicas
possibilidade para v, (d) = £1 ou v,(d) = 0. Assim,

Teorema 7 Dados v, uma valoriza¢do p-adica e Q[v/d] uma extensdo quadritica de Q, com d livre
de quadrados.

(i) Se |[vp(d)| = 1, entdo existe uma tnica extensio O; de O em Q[v/2], tal que ¢(01,0) =2 e

(ii) Sev,(d)=0e o polindmio x? — d for irredutivel sobre Z p» €NtA0 existe uma Unica extensao
01 de O em Q[v/2], tal que ¢(01,0) =1 e f(01,0) =2;

(iii) Se v,(d) =0 e polindmio x> — d for redutivel sobre Zp, entdo existem duas extensao para a
valorizagdo v, em Q[v/2].

Portanto, a tinica possibilidade onde ndo ha extensdo de v, em D ¢ quando a dupla (p,d) satisfaz
o item (iii).

CONSIDERA COES FINAIS (ou Conclusio)

Concluimos que este trabalho contribuiu muito para a formagdo académica do bolsista,
além de auxilia-lo no seu pensamento cientifico e matematico, sendo muito importante para sua
carreira profissional. Conseguimos pesquisar , estudar as questdes envoltas ao problema ini-
cial e concluir de maneira satisfatoria. Através de corpos intermedidrio entre Q e D buscamos
informacdes que contribuiram para encontrar um relagdo sobre p e d para que houvesse a extensao
para dlgebra de quatérnios.
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