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INTRODUCAO

O trabalho tem como objetivo central o estudo detalhado de questoes métricas em
uma superficie regular, ou seja, o calculo de comprimento de curvas em uma superficie,
angulos entre curvas que se interceptam e a area de uma regiao de uma superficie.

Para atingir esses objetivos, foi necessario a pesquisa de nogoes do célculo de fungoes
de duas variaveis, defini¢oes iniciais de topologia, curvas parametrizadas regulares, For-
mulas de Frenet, superficies parametrizadas regulares, plano tangente e Primeira forma
fundamental.

A compreensao desse tema é de fundamental importancia para estudos posteriores so-
bre Transformagoes de Backlund e de Ribaucour, assim como outros topicos da Geometria
Diferencial.

MATERIAL E METODOS

No presente estudo, os materiais utilizados foram livros do acervo da UEFS e adquiri-
dos pela bolsista durante o periodo da vigéncia da bolsa, na qual a abordagem metodolo-
gica utilizada foi de cunho bibliografico. As principais referéncias utilizadas nesse estudo
foram Tenenblat [1] e Do Carmo |2].

Iniciamos os trabalhos com o estudo de pré-requesitos necessérios para compreensao
das definicoes, teoremas e propriedades presentes no capitulo zero do livro de Tenenblat
[1]. Posteriormente, abordamos topicos especificos da area de Geometria Diferencial.

A pesquisa foi realizada em dois momentos. No primeiro, foram realizados estudos
individuais sobre topicos selecionados pelo orientador. Em seguida, o assunto pesquisado
era discutido através de reunides semanais com o orientador, fazendo-se uso da plataforma
Google Meet.



RESULTADOS E/OU DISCUSSAO

Nessa secao vamos apresentar os principais resultados estudados durante a vigéncia
da bolsa de iniciacao cientifica. Maiores detalhes podem ser encontrados em Tenenblat
[1] ¢ Do Carmo [2]|. Primeiramente daremos a nogao de superficie parametrizada regular.

Definicao 1.1 Uma superficie parametrizada reqular é uma aplicacao X : U C R? —
R3, onde U ¢ um aberto de R2, tal que:

1. X é diferenciavel de classe C°.

2. Para todo ¢ = (u,v) € U a diferencial de X em q, dX, : R* — R3, é injetiva.

Figura 1: Superficie parametrizada regular
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Fonte: Acervo dos autores
Apresentaremos a seguir alguns exemplos de superficies parametrizadas.

1. Grifico de uma Funcao: Seja f : U C R? — R, uma funcao diferenciavel, onde U é
um aberto de R%2. A aplicacao X : U C R? — R3 definida por

X(U, U) = (u7 v, f(u7 U))a
¢ uma superficie parametrizada regular que descreve o grafico de f.

2. Superficie de rotagdo: Seja a(u) = (f(u),0,9(u)), w € I C R, uma curva regular
tal que f(u) nao se anula. Entao, a aplicagao X : U C R? — R3

X(u,v) = (f(u)cos(v), f(u)sen(v), g(u))

onde u € I e v € R é uma superficie parametrizada regular. A aplicagao X ¢é
denominada uma superficie de rotacao da curva o em torno do eixo OZ.

Definigao 1.2 Se X (u,v) é uma superficie parametrizada regular, dizemos que o vetor
w de R? é um vetor tangente a X em q = (ug,vg) se w = o’(ty), onde a(t) = X (u(t),v(t))
¢ uma curva da superficie, tal que (u(ty),v(t9)) = (uo, vo).

Definicao 1.3 O plano tangente a X em g = (ug, vy) denotado por T,X ¢é o conjunto
de todos os vetores tangentes a X em g¢.



De posse dessa teoria, podemos abordar a definicao da primeira forma quadrdtica,
principal topico para o estudo de questoes métricas de uma superficie.

Definicao 1.4 Seja X : U C R? — R? uma superficie parametrizada regular, e seja q

€ U. A aplicacao
I, T, X - R
w— Iy(w) = {w, w) = fu?

é denominada a primeira forma quadrdtica.

Note que, se w = X, u/+X,v’ ¢ um vetor de T, X, entao I,(w) = E(u')*+2Fu'v'+G(v')?
onde £ = (X,,X,), F = (X.,,X,) e G = (X,,X,) sd@o denominados coeficientes da
primeira forma quadrdtica.

As definigbes abaixo nos mostram como a teoria desenvolvida até este momento pode
ser usada para tratar questoes métricas de uma superficie.

Definigao 1.5 Seja X (u, v) uma superficie parametrizada regular. Se a(t) = X (u(t),v(t)),

t € I C R, é uma curva diferenciavel da superficie, entao para to,t; € I,tq < t1, o com-
primento de ty a t; é dado por

/t:l o/ (8)|dt = /t:lw/lq(t)(o/(t))dt: /: VE@) + 2Fuv + Gdt. ()

Defini¢ao 1.6 Se «(t) e (r) sao curvas de X (u,v) e (u(ty),v(to)) = (u(re),v(ro)),
entao o angulo 6 com que «(t) e 5(r) se interceptam é dado por

_ ((t0), B'(ro)) _ Ly(@'(to) + (o)) = Iy(e (to)) = 14(5'(r0))
| (Z0) 18" (r0) 2¢/14(c (t0))14(8' (o))

Em particular, o angulo entre as curvas coordenadas em (ug, vy) é dado por

cos(0)

F(ugp, o)
\/E(uo, v0) G (g, vo)

Por fim, veremos a definicao da area de uma regiao da superficie regular.

Xy Xy
cosl6) = Fic]

(u0> UO) =

Definigao 1.7 Seja X : U C R? — R3 uma superficie parametrizada regular e D C U
uma regiao de R?, tal que X restrita ao interior de D ¢ injetiva. A area da regiao X (D)
é dada por

A(X(D)) = / / VEG — F2dudv.  (II)
D
O exemplo a seguir ilustra os conceitos apresentados acima.
Exemplo 1.8 Considere a esfera unitaria descrita por
X (u,v) = (sen(v)cos(u), sen(v)sen(u), cos(v)),

ondeu e R, 0 <v <,



¢ uma curva da esfera, onde u(t) = In(cot(§ — 5),v(t) =5 —t, L <t < Z.

Note que calculando os coeficientes E, F, G, derivando u e v com relacao a t e substi-
tuindo em (I) vamos obter que o comprimento de a(t) de 5 a § ¢ dado por

™

/_gmdt:/j\/S€n2(g_t),;+1.1dt:/_5\/§dt:\/§w.
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Utilizamos o GeoGebra para a visualiza¢ao grafica da esfera unitaria X (u,v) e da curva
a(t). Podemos perceber que o resultado encontrado acima ¢é similar ao do GeoGebra.

Figura 2: Esfera unitaria X (u,v) e comprimento de «(t)

<= Curva(cos(t) ccs(ln(cotg(z ;))),cos(t) Sen(ln(:né:‘,(i

® x = cost) ms(m(cotg(z D))
—  y=cos(t) sen (In (cotg G - %))) s

z = sen(t)

3 T T
d = Comprimente (c; s 5)

— 444

e=+2n
— 444

Fonte: Acervo dos autores

Observemos também que o angulo entre as curvas coordenadas de X (u,v) sdo ortogo-
nais pois F'(ug,v9) = 0.
Exemplo 1.9 Vamos calcular a area da esfera de raio r dada por
X (u,v) = (rsen(v)cos(u), rsen(v)sen(u), rcos(v)),

onde 0 <u <27 e 0 <wv <. Usando os coeficientes da primeira forma fundamental de
X e substituindo em (/7) temos que a area da esfera de raio r que é dada por

s 27
A(X(D)) = // VEG — F?dudv = / V/r2sen2(v) - r2dudv = 4mr?
D o Jo

CONSIDERACOES FINAIS

A presente pesquisa contribuiu de forma bastante significativa na compreensao de teo-
remas e defini¢coes da Geometria Diferencial, realizacao esta, que nao seria possivel apenas
nas disciplinas obrigatorias do curso de Licenciatura em Matematica e por consequéncia
contribuira para a formagao académica atual e um futuro mestrado nesta area.
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