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INTRODUÇÃO 
 

Os estudos em Defeitos Topológicos e das Fases Geométricas, também conhecidas 

como Fases de Berry, têm atraído forte interesse dos físicos. Nesse sentido, estudamos 

inicialmente a origem da Fase Geométrica. Em seguida, e já no contexto dos Defeitos 

Topológicos, foi calculada a Fase de Berry para um meio com a presença de um Defeito 

do tipo Deslocação. Por fim, discutimos a presença de Defeitos Topológicos no 

Grafeno, material de grande potencial tecnológico. 

 

As Fases Geométricas possuem uma relação íntima com processos adiabáticos. Nesse 

sentido, um sistema tal como o pêndulo de Foucault, o qual não retorna ao seu estado 

inicial quando transportado ao redor de um ciclo fechado, é chamado de não-

holonômico. Na Mecânica Clássica um sistema é dito holonômico se as restrições do 

sistema puderem ser escritas apenas como função dependente das coordenadas espaciais 

e do tempo.  

 

De fato, sistemas não-holonômicos estão presentes em praticamente todas as máquinas 

cíclicas, de modo que, toda máquina cíclica é um dispositivo não holonômico. Neste 

sentido, o Pêndulo é tido como um exemplo de aplicação do ângulo de Hannay, o qual é 

tido como análogo clássico das Fases de Berry (GRIFFITHS, 2005).  Chama-se Fase 

Geométrica a curva: 

 

𝛾𝑛 𝑡 ≡ 𝑖   𝜓𝑛 𝑡′  
𝜕

𝜕𝑡 ′ 𝜓𝑛 𝑡′  𝑑𝑡′𝑡

0
                                  (1) 

 

Por sua vez, o Grafeno é uma camada única (monocamada) de átomos de carbono, 

fortemente ligada em uma rede hexagonal. Trata-se de um alótropo do carbono. O 

grafite pode ser imaginado como várias camadas de Grafeno empilhadas uma sobre as 

outras. De fato, as camadas singulares de Grafeno, enquanto grafite, são mantidas juntas 

pelas Forças de van der Waals, que podem ser separadas a partir do grafite.  

 

 



A relevância do grafeno pode ser facilmente argumentada. Efetivamente, é o composto 

mais forte descoberto (ordem de centenas em relação ao aço), o melhor condutor 

térmico à temperatura ambiente, é ainda o composto de menor espessura conhecido, 

bem como o mais leve. Além disso, é também o melhor condutor elétrico. Portanto, 

trata-se de um material extremamente notável. 

 

METODOLOGIA  
 

A metodologia adotada consiste na aplicação do método analítico, que de modo 

simplificado consiste na elaboração de hipóteses, na modelagem matemática e na 

experimentação. Inicialmente modelaremos as Fases Geométricas e obteremos a fase 

para um defeito do tipo deslocação. Em seguida, partindo de um modelo para o 

Grafeno, será desenvolvido um método de geração de uma deslocação.  

 

ANÁLISE 

 

A fim de estudarmos a presença das Fases Geométricas de Berry em meios contendo 

Deslocações, primeiramente, deve-se levar em consideração o formalismo que será 

utilizado. Este será a Teoria Geométrica desenvolvida por (Katanaev & Volovich, 

1992), na qual os defeitos são interpretados como uma analogia da gravitação 

tridimensional. Com efeito, consideremos métrica que descreve um o espaço contendo 

uma deslocação parafuso, escrita em termos das coordenadas cilíndricas:  

𝑑𝑠2  =  𝑔𝑖𝑗 𝑑𝑥𝑖𝑑𝑥𝑗 =  𝑑𝑧 +  𝛽𝑑𝜑 2  + 𝑑𝜌2  +  𝜌2𝑑𝜑2                   (2) 

A fase de Berry será calculada da seguinte maneira: consideramos uma partícula dentro 

de uma caixa com paredes totalmente reflexivas, ou seja, a partícula não consegue 

escapar. Com efeito, a partícula será descrita por um pacote de onda que é uma 

combinação linear de diferentes autofunções do Hamiltoniano. O vetor que localiza a 

caixa em relação ao defeito será chamado de R. Este vetor é orientado da origem do 

sistema de coordenada (localizado no defeito) ao centro da caixa. Na ausência de 

defeitos a função de onda correspondente ao modo 𝑛 é dada por: 

 

𝜓𝑛 𝑹 − 𝒙                                                        (3) 

Em que x representa a coordenada da partícula de centro em R.  

 

Considere agora que a caixa seja transportada ao redor de um circuito 𝐶 contornando o 

defeito. Devido à degenerescência dos autovalores de energia, para calcular fase 

geométrica de Berry, é necessário usar a versão não-Abeliana da conexão 

correspondente, conforme tratamento feito por (FURTADO; BEZERRA; MORAES, 

2000), dado por: 

𝐴𝑛
𝑖𝑗

=   𝜓𝑛
𝑡  𝑹 − 𝒙  ∇𝑛𝜓𝑛

𝑡  𝑹 − 𝒙                                       (4) 

Em que i e j garantem os valores possíveis de degenerescência.  

 



O  produto interno da eq. 4 pode ser obtido usando o fator de fase de Dirac, 

 𝜓𝑛
𝑡  𝑹 − 𝒙  ∇𝑛𝜓𝑛

𝑡  𝑹 − 𝒙  = 

𝑖  𝑑𝑆𝜓𝑛
𝐼∗ 𝑹 − 𝒙 

𝐶

 𝑘𝑛𝛽𝜓𝑛
𝑗  𝑹 − 𝒙 + ∇𝑅𝜓𝑛

𝑗  𝑹 − 𝒙    

Calculando-se a integral, tem o resultado: 

 𝜓𝑛
𝑡  𝑹 − 𝒙  ∇𝑛𝜓𝑛

𝑡  𝑹 − 𝒙  = 𝑖𝑘𝑛𝛽𝛿𝑖𝑗                                (5) 

A Fase Geométrica de Berry pode ser obtida a partir da eq. 5, sendo 

𝛾𝑛 𝐶 = 2𝜋𝛽𝑘𝑛                                                    (6) 

Este resultado mostra a presença da fase de Berry em um meio contendo uma 

deslocação mediante o formalismo Geométrico.  

 

Por fim, o último objetivo do nosso trabalho é estudar os Defeitos Topológicos no 

Grafeno. De fato, a presença de Defeitos no Grafeno ainda não foi bem compreendida, 

embora existam muitas observações experimentais (DUTREIX; GOZÁLEZ-

HERRERO, BRIHUEGA, 2019). Todavia, Yazyev e colaboradores (YAZYEV, LOUI, 

2010) contribuíram nessa compreensão desenvolvendo uma abordagem geral para tratar 

deslocações no composto, bem como quais as modificações que tais defeitos produzem 

em suas características elétricas e termodinâmicas.  

 

Para isso, partindo de uma estrutura 2D  de Grafeno e de desclinações iniciais, mediante 

um rearranjo das posições atômicos, cria-se uma deslocação. Como regra para criação 

dessas estruturas, deve-se assumir que o núcleo de deslocação está livre do excesso ou 

da insuficiência de carbonos. Objetiva-se com isso, minimizar a energia do núcleo de 

deslocação, bem como a energia total de formação da deslocação. Além disso, deve-se 

considerar a deslocação como a conjunção de duas desclinações, uma positiva e outra 

negativa, ou seja, a remoção e a adição de átomos da estrutura. Como ilustrado na fig.1 

a) s= 60° desclinação no Grafeno contém  um anel de cinco (sete) membros no seu 

núcleo enquanto a original coordenação tripla de todos os átomos de carbono são 

preservados. Em b) está esquematizado a equivalência de um par de desclinações 

complementares para uma deslocação. Além disso, observa-se que na grade do Grafeno 

a distância entre duas desclinações,  𝑎  , está relacionada ao vetor de Burgers resultante 

𝑏   pela simples relação,  𝑎  =   𝑏   .  

 

 

 

 

 

 



Figura 1: Formação de uma deslocação em  uma rede de Grafeno  a partir de  duas 

desclinações.  

 
Fonte: (Yazyev, Loui, 2010).  

 

CONSIDERAÇÕES FINAIS 

 

O trabalho buscava compreender o surgimento das Fases Geométricas de Berry. Nesse 

sentido, verificamos o surgimento das Fases Geométricas partindo de um processo 

adiabático e o obtendo a equação que a descreve. Em seguida, ampliamos nosso estudo 

e obtivemos a Fase de Berry como desejávamos.  Foi mostrada sua aparição em 

Defeitos Topológicos, tratando um defeito do tipo deslocação. Além disso, esse 

resultado robustece a Teoria Geométrica de Defeitos, uma vez que os resultados foram 

obtidos mediante esse formalismo. 

Finalmente, estudamos o Grafeno, a fim de investigar a presença de Defeitos 

Topológicos nesse material com grande potencial tecnológico. De fato, foi mostrado um 

método geral para geração de deslocações, partindo de duas desclinações. 
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