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0 BANQUETE DE HILBERT OU UM DIALOGO SOBRE O INFINITO

Arlete Cerqueira Lima
Prof. Adjunto do Dep. de Fducagdo
Mestre em Matemdtica pela UFBA

RESUMO - Hste artigo versa sobre a histéria do encontro de Sicrates e Gadel
em uma das ruas do céu. Sécrates solicita @ Godel as mais recentes informagdes
sobre o progresse da Matematica no século XX. Godel the informa que estd vindo
de um banquete oferecido por Hilbert a matemdticos e logicos. O objetivo de
Hilbert, matemdtico aleméio que morreu aos 81 anos, em 1943, era discutir o
problema do infinito através dos tempos, comegando com Tales de Mileto, no século
IV a.C até a segunda metade do século XX com Godel. A partir do local de encontro,
comega um diglogo entre as duas personagens, sobre tudo o que se passou Ro
banquete de Hilbert.

ABSTRACT - This article is about the meeting between Socrates and Gddel in
one of the streets of Heaven. Socrates bids Gadel to update him on the progress of
Mathematics on the 20th century. Gadel informs him that he was returning from a
banquet offered by Hilbert to mathematicians and logicians. Hilbert, a German
mathematician who died at 81 years of age in 1943, had the goal of discussing the
matter of infinite throughout ages, beginning with Thales from Millet, in the 4ih
century b.C. up to the second half of the 20th century with Gédel. As they meet, they
start to dialogue about evervthing that took place in Hilbert’s banguet.

Personagens: — Sécrates, filésofo grego do IV século a.C.
— Godel, matematico austriaco, da segunda metade
do século XX, (1906-78).

§ — Oh! meu caro Gddel, que bom encontrar-te! Ha muito o procuro e dize-me, de
onde vens e para onde vais?

G — Sécrates! E minha a alegria em ver-tel (Sécrates e Godel abragam-se). Venho
de um banquete oferecido por Hilbert a alguns légicos e mateméticos e dirijo-
-me & minha morada.

S - Estou deveras curioso, Gddel, para saber quem eram os outros convidados e
0 que conversaram.

G - Eu te contarei se tiveres tempo para me acompanhar,

S — Por cerlo, farei quaiquer coisa para ouvir-te, pois, como ja disse, ha muito desejo
estar contigo para ter noticias recentes da segunda metade deste fabuloso
século XX.

G - Mas, que tipo de noticia queres, Socrates? Sobre as guerras, os problemas
sociais, sobre o desenvolvimento cientifico?

S — Por Zeus, Gadell Gostaria de saber muito sobre tudo isso, mas a minha grande
curiosidade diz respeito aos progressos da Matematica. Tu bens sabes que nao
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me dediquei a essa ciéncia e...

G - Mas usaste o seu rigor e a sua |égica na filosofia, na politica e nos problemas
do cotidianc.

S — Certamente, isso eu ndo poderia negar, Godel!

G — Seria impossivel, meu caro amigo, falar sobre a Matematica como um todo,
apesar de os mateméticos do século XX, através da teoria dos conjuntos de
Cantor, terem conseguido uma grande sintese do pensamento matematico,
buscada desde os tempos de Leibniz, no século XVIi. E, respendendo & tua
pergunta, os convidados para o banquete de Hilbert foram escolhidos com o
objetivo de, juntos, fazerem uma sintese sobre a histéria do infinito, pois,
segundo o préprio Hilbert, "nenhuma outra questio moveu tio profundamente
o espirito humano” (Sécrates e Godel comegam a caminhar lenfamente).

S — Por Zeus, este tema é fascinante e se ndo te incomodares, gostaria de saber
como se passaram as discussdes entre os convidados para o banquete.

G - Antes disso, Sécrates, completarei a resposta a tua pergunta inicial: os convida-
dos para o banquete foram pessoas que com maior ou menor intensidade deram,
através dos tempos, alguma contribuigdo para elucidar o problema do infinito,
Compareceram Tales de Mileto, Zeno de Elea, Euclides, Galileu, Cantor,
Zermelo, Russell e eu. Infelizmente nio se fizeram presentes Aristoteles,
Descartes, Leibniz e Gaus.

S — Ndo s6 Tales e Zeno, mas muitos outros que me precederam, astrénomos, filé-
sofos e pensadores de um modo geral, se preocuparam com ¢ infinito. A histéria
nos diz que, aproximadamente, ha 50 000 anos a.C. havia evidéncia de contagem
e que alguns povos primitivos usavam “um, dois e muitos”.

G - E eu sempre me encaniei, Socrates, com a afirmagéo de Kronecker de que o
conjunto dos naturais, N = {1,2,3,...} fora criado por Deus! O homem fez o resto.

S - Posso inferir, Godel, que o fato de seres convidado para o banquete significa
que o infinito continua sendo um assunto a preocupar légicos e matematicos da
segunda metade do século XX.

G - Se tiveres paciéncia, tempo e disposigio, veras como Hilbert tinha raziol
(Sécrates e Godel entram em uma habitagéo celestial e se sentam em polironas
macias de uma ampla sala).

§ — Tua manséo é deveras agradavel! E dou-me conta, Godel, de que infinito para
nés é o tempo. E, mais que isso, eu ndo mais preciso ir ao mercado da polis,
mesmo guando ia s6 para ver as coisas das quais ndo necessitava. Mas,
voltemos ao ponto onde nossa conversa foi interrompida, quando faldvamos do
banquete.

G - Hilbert comegou por pedir a Zeno que ficasse 4 sua esquerda e a Cantor, 4 sua
direita. Os demais convidados escolheram liviemente os seus lugares. Depois
de sentados, Hilbert os brindou com vinho, anunciou a sua intengdo e justificou
a escolha dos convidados afirmando que, para se conhecer bem um problema
é necessario dominar bem a histéria desse problema.

S — Podes me explicar por que Zeno e Cantor tiveram lugar privilegiado junto a
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Hilbert?

G — Hilbert ndo deu explicagdes, Sécrates, mas é fcil inferir que por causa dos para-
doxos de Zeno a humanidade obteve os primeiros registros dessa preocupagio
com o infinito, no século V a.C. E foi Cantor quem, milhares de anos depois,
precisamente na primeira metade do século XX, criou uma teoria sobre o infinito
bastante operacionavel, através da teoria dos conjuntos, & qual ja fiz aluséo.

S — Desculpa a minha interrupgéo, Godel, e continua a fala de Hilbert!

G — Hilbert insinuou, a seguir, gue poderiamos tomar como ponto de partida alguns
paradoxos de Zeno, dentre eles os mais populares, como o da dicotomia e o de
Aquiles, Com a palavra, Zeno os resumiu, acrescentando que se utilizara dos
conceitos de espago € de tempo para demonstrar a impossibilidade do movimen-
to.

S - Recordo-me, Godel, que no agora, muito discutiamos sobre tais paradoxos. Se
me lembro bem, o paradoxo da dicotomia afirma que para um corredor chegar
a determinado alvo, ele deve, antes de mais nada, chegar & primeira metade da
distancia entre ele e o referide alvo; antes disto, entretanto, deverd chegar ao
primeiro quarto, uma vez atingido o primeiro oitavo e assim sucessivamente,
através de um numero infinito de subdivises que terdo que ser alcangadas em
um tempo finito. A concluséo, meu caro Godel, é que o corredor néo saira do
lugar!

G — Vés como estas situando o problema do infinito neste paradoxo, meu caro 56-
crates?

S — Nas discussées no agora, sempre achamos que o paradoxo de Aquiles repete
o da dicotomia, em sentido contrario. Aquiles, considerado o corredor mais
rapido da Grécia, aposta corrida com uma tartaruga, dando uma vantagem a
esta. Mas, ao atingir o lugar onde a tartaruga estava, ele j4 se encontrava mais
adiante, ndo sendo possivel para Aquiles atingir a tartaruga.

G — Sabes, Socrates, a razdo de tais paradoxos?

S — Por Zeus, Gddel, como gostaria de saber!

G - Em primeiro lugar, os gregos néo tinham conhecimento de que os instantes t,,
1, ...t ...implicitos nesses paradoxos formavam uma seqliéncia convergente.
(Gédel da a Socrates o conceito de seqiéncia convergente). Em segundo lugar,
os conceitos intuitivos de reta e ponto eram ingénuos e, portanto, traigoeiros,
desde o século VI a.C com Tales de Miieto.

S — lsso justifica o motivo pelo qual Tales foi convidado para o banquete?

G - Tudo indica que sim, pois nessa altura da discussdo entre os convidados, Hilbert
solicitou de Tales uma explicagfio mais minuciosa sobre tais conceitos e ele
afirmara que os havia aprendido com os egipcios: estes concebiam a reta
formada por corplisculos materiais de extenséo nio nula — concepgéo esta que
muito atrapalhou os gedmetras da antiguidade.

8 — Por Hércules, agora esté clara a impossibilidade nos citados paradoxos de Zeno,
de um numero infinito de subdivisdes ser exaurido em um tempo finito.

G - Segundo a explicagso de Tales, esses foram os motivos.
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S — Tu afirmaste que Arisiételes, Descartes, Leibniz e Gauss nao compareceram ao
banquete. Eles também estudaram o problema do infinito?

G - Certamente. Todos eles e muitos outros. Cada um na sua época e com as fer-
ramentas matematicas de que dispunham. Entretanto, eles ndo conseguiram dar
uma contribuigio maior para esclarecer o problema.

8 - Confesso, Gadel, que estou bastante curioso para saber qual a participagao de
Galileu no banquete de Hilbert. O infinito o atormentava ao contemplar os
milhares de milhares de corpisculos brilhantes no céu? Ou seriam as grandes
distdncias entre a Terra e as estrelas? (Godel, ao pegar o lapis e papel,
responde).

G — Nio, meu caro Sécrates! Ao ser interrogado por Hilbert, ele expds que sempre
aprendeu que “a parte era considerada menor que o todo’. Entretante, ao
verificar que a cada nimero natural era possivel fazer corresponder o seu
quadrado e vice-versa,

1 2 3 4 n
T Tt
1t 4 9 18 .. 0

como poderia isso acontecer, dizia Galileu, se nem fodo némero é um quadrado?
Esse tipo de correspondéncia de que acabo de te falar, Socrates, é conhecida
como correspondéncia um—a—um ou correspondéncia biunivoca. E este questio-
namento ficou conhecido na histéria como ‘o paradoxo de Galileu'.

S _ Lembro-me das interminaveis discussées no agora com colegas e discipulos on-
de muito falavamos sobre essas coisas: ‘a impossibilidade do movimento’, ‘o
enigma do infinito’, ‘o mistério do vacuo’, ...

G — Se ndo sabes, Sécrates, informo-te que os problemas que acabo de citar ficaram
conhecidos na historia como os trés horrores gregos: ‘o horror ao infinito’, ‘o
horror a0 movimento' e o ‘horror ao vacuo', E este Ultimo, talvez, seja respon-
savel pelo fato de no terem sido os gregos os criadores do zero,

S — Voltando aos paradoxos, estou comegando a sentir como eles sdo importantes.
Eles criam uma insatisfagéio que leva os cientistas a resolugéio do problema que
gerou essa insafisfagéo.

G - No caso do paradoxo de Galileu, por exemplo, ele foi muito importante na ca-
racterizagao dos conjuntos infinitos dada por Cantor: “um conjunto diz-seinfinito
se ele pode ser posto em correspondéncia um-a—um com uma sua parte pré-
pria’ { Godel faz uma digressao no dialogo para iniciar Sécrates na teoria dos
conjuntos de Cantor).

S — E estou aqui a me dar conta de que a distancia, no tempo, entre Galileu e Cantor
é, aproximadamente, de 5 séculos!

G — Exatamente, Sdcrates.

S — Pelo que me disseste no inicio deste nosso dialogo, inferi que a grande estrela
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do banquete de Hilbert foi Cantor! A tua afirmagéo de que ete tornou o infinilo
operacionavel me deixou bastante intrigado! Em realidade, fiquei com a sensa-
¢do de que ele o ‘domou’ de alguma maneira. E verdade Gddel?

G - Pelos deuses, Sécrates, como és percepiivol E comprovaras isso com as des-
cobertas mais importantes de Cantor. Convocado, pelo anfitrido, a falar, Cantor
disse que & semelhanga de conjuntos finitos, faz sentido falar em ngmere de
elementos de um conjunto infinito. Assim, se A for um conjunto finito, o nimero
de elementos do mesmo € indicado pelo seu cardinal. Se A for infinito, pode-
-se indicar o nimero de elementos de A por A, por exemplo.

S — Podes me explicar mais detalhadamente tais coisas, Gddel?

G — Em realidade, meu caro Socrates, Cantor comegou dando a seguinte definigio:
“dois conjuntos diferentes, finitos ou infinitos possuem ‘o mesmo nimero de
elementos’ ou ‘a mesma cardinalidade’ se for possivel estabelecer uma corres-
pondéncia um-a-um entre os elementos desses dois conjuntos”. Neste caso,
segundo Cantor, os dois conjuntos dizem-se "equivalentes "ou” quetém a mesma
poténcia’, ou, simplesmente, s&o ‘equipotentes’.

S — Isto quer dizer que os conjunios envolvidos no ‘paradoxo de Galiteu'séo ‘equi-
potentes’, ou, a grosso modo, 1&m o mesmo numero de elementos e, por serem
ambos infinitos, a parte pode ter tantos elementos quanto o todo. E aqui, Godel,
rendo minhas homenagens a Galileu pefo fato de ter dado uma ‘luz’ sobre o
assunto, tantos séculos antes de Cantor!

G — Continuas impressionado, Sécrates, com a importancia dos paradoxos na his-
téria da Matematica?

S - Claro, meu cara Gddel, e muito te agradego por isso! Agora posso perceber
claramente que hé tantos niimeros pares ou tantos nimeros impares quantos
830 0S humeros naturais.

G - E se eu afirmar que o conjunto Q de todas as fragdes também chamado ‘conjunto
dos niimeros racionais’ pode ser posto em correspondéncia um-a-um com o
conjunto N dos naturais? Queres tentar, Sécrates, estabelecer uma total corres-
pondéncia? {Socrates faz algumas tentativas).

TSI T T Tem-se, entdo, a correspondéncia

.1,/ /' /' /‘ um-a-um entre o conjunto dos na-
2 9 turais e o conjunio dos racionais:
2 2 /

[V ot
L o
_i 2 ) 39-—;--
2 4 e b
1 3
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S-—
G-

Por Zeus, juro que nio consigo! Mais que isso, juro ndo acreditar ser isso pos-
sivell

Nio fe assustes, por nio conseguires, Socrates! Trabalhar com relagdes entre
seqUiéncias infinitas requer treino e passaste quase toda a tua vida dedicando-
-te a discussdes muito interessantes sobre a ética, o amor, a virtude e a moral.
Veja como tudo se tornara simples, se dispuseres o conjunto de todas as fragdes
da maneira que aqui colocarei e, em seguida o ordenares segundo as setas:

Dessa maneira, fica demonstrado que N = Q

S —Tal demonstragao é deveras deslumbrante! E cada vez me convengo que seria

G-
g -

G-

S-—
G-

S -

G-

g -
G-

g .
G-

impossivel falar de Matematica, sem fazer demonstragbes. Pelo que vimos até
aqui posso inferir que existe uma infinidade de conjuntcs equivalentes a N.
E verdade. E Cantor chamou de ‘enumerével a todo conjunto equivalente a N.
Fazendo retornar a nossa conversa ao banquete de Hilbert, tu disseste que
Cantor havia sido um instado a falar sobre as suas principais descoberias
relacionadas com o infinito, Sobre o que mais Cantor falou?
A seguir, ele fez uma afirmagéo bem interessante, Socrates: que se s6 existis-
se a classe dos conjunios enumeraveis, a sua teoria sobre o infinito néo faria
sentido.
Queres dizer que ele mostrou que nem todos os conjuntos infinitos tém a mesma
cardinalidade?
Exato, Sécrates! Ele demonstrou, por exemplo, que o conjunto dos nimeros na-
turais nac é equivalente ao conjunto dos ponios de um segmento aberto dareta.
Queres tentar tal demonstragédo, Socrates?
Por Hércules, por certo ndo saberei encontrar o caminho para tal, a menos gue
tratdssemos de um segmento da reta de Tales. (Socrates e Godel riem). Mas,
meu caro Gode!, se me conduziste até aqui com tanta paciéncia, dize-me como
Cantor conseguiu este resuttadol
Esta demonstragdo é simples e se baseia na conhecida regra da contraposigio
da l6gica aristotélica. Cantor considerou todos os elementos do intervalo (0,1}
expressos sob forma decimal infinita.
Podes ilustrar esta tua afirmagdo, Godel?
Por exemplo: 1/6 = 0,1666..., 1/2 = 0,1999..., etc.
Cantor partiu do pressuposio que o referido conjunto fosse enumeravel; con-
seqiientemente, poderia dispor os seus elemenios na seguinte ordem:

E, dessa maneira poderia estabelecer uma correspondéncia um-a-um com 0s
nimeros haturais.
Exatamente. Em seguida, ele exibiu um elemento do intervalo (0,1) diferente
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de qualquer elemento da referida seqiéncia.

S — Agora parece-me gue comego a compreender o objetivo de Cantor nessa

G-

S -

G-

S -

G-

S -

demonstragéo, mas me sinto incapaz de chegar a concluséo.
O elemento ao qual me referi foi definide por:

b= o,b1b2b3 ... onde bf 9 se akk=1
e bk=1 se akk:tf

E simples, Socrates: se considerares, por exemplo K=1, terds

b1=9 se aH=1

e b=1 se a1

para k =2, b2=9 se a22=1

e b2 =1 se 32;1, e assim sucessivamente,

Nestas condigbes, esta bem claro que o elemento b = 0, bbb, ... pertence ao
intervalo (0,1) e ndo coincidird com qualguer elemento da sequéncia conside-
rada! Mas isto & fantastico! Que genialidade a de Cantor! Sinto que a estética
e a simplicidade caracterizam as suas demonstragdes.
Estas com a verdade, Sécrates! Mas o teu entusiasmo contagiante me fez es-
uecer onde ficou a nossa conversa.

que, no banquete de Hilbert, Cantor concluiu que ha pelo menos dois tipos
distintos de infinito: 0 dos conjuntos enumeraveis e o representado pelo conjunto
dos pontos do segmento (0,1} da reta. Mas, por Zeus, dize-me qual a poténcia
de toda a reta? {Socrates acrescenta, rindo). Néo a reta de Tales, mas a reta
formada pelo conjunto dos racionais e dos irracionais.
(Interrompendo a seqiiéncia do didlogo). Por falar em conjuntos dos irracionais,
teu discipulo Platéo o imortalizou de diversas formas e caminhos: além de seres
uma personagem constante nos seus famosos Dialogos, te tornaras uma figura
mitica dos mestres de todos os tempos por causa de um especiat didlogo entre
ti e o escravo de Ménon sobre grandezas incomensuraveis — o que levou o
escravo & descoberta da existéncia dos niimeros irracionais.(So6crates gargalha
e retoma a conversa com simplicidade).
Mas, voltando a tua pergunta, Sécrates, sobre a poténcia da reta real, é fécil
mostirar que nao sb o segmento (0,1} mas qualguer segmento (a,b) da reta tem
o mesmo numero de elementos da reta. (Godel desenha em um pape! a figura
a seguir ¢, dialogando com Sécrates o leva a conscientizaq?o de gue a corres-
pondéncia. tang x
01} —— M|
X ——————> fang x
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g -

G-

& um-a-um, ou biunivoca
Confesso a minha perplexidade com a estética desta demonstracio! Confesso
também, meu amigo, que estou curioso para saber qual a reagio de Tales e de
Zeno a essas demonstragdes feitas por Cantor, no banquete de Hilbert!
Pelos deuses, juro que eles pensaram que Canfor era um mégico. De fato, a
reunido do poder com a simplicidade, na teoria de Cantor, se confunde com a
magial

S— Godel por favor, continual

G-

S-—
G -

S -
G-

5 -
G-

Uma vez exibido por Cantor dois tipos distintos de infinito, ele chamou & poténcia
dos enumeréveis de X (que se lé: alef zero). Bem sei que tu sabes, Sécrates,
que N é a primeira letra do alfabeto hebraico; mas a explicagéo do indice ‘zero’
prometo dar depois. Além disso, Cantor indicou a poténcia R, do conjunto dos
rea:s, por ¢, letra gética, inicial da palavra ‘continuunt’, designagio dada areta
real.

(A seguir, Gédel faz uma digressio e da a Sacrates os conceitos necessarios
para a continuagao do diglogo: explica, de modo preciso, os conceitos de fungéo,
de fungdio biunivoca, de produto cartesiano, das operagdes entre conjuntos e
desmistifica Sécrates o conceito de conjunte vazio. Mostra, usando a légica,
como o conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto. Demonstra, ainda,
que qualquer segmento de refa tem a mesma cardinalidade que qualquer
retangulo do plano ou que qualquer cubo do espago; coroa esta parte mostrando
que o resultado também vale para todo espago n-dimensional n&o limitado).

No teu entusiasmo, Godel, serd que néo esqueceste outras coisas sobre a feoria
de Cantor, comentadas no banquete de Hilbert?

Foram tantas, Sécrates, que por certo precisarei ordenar o meu pensamento.
Lembro-me que, para responder a uma pergunta de Tales sobre a 'densidade’
da refa real, Cantor mostrou que & possivel fazer uma verdadeira aritmetizagao
do infinito, & semelhanga da que é feita para cardinais finitos. Cantor a chamou
de ‘aritmética dos transfinitos'.

Podes me dar uma idéia dessa aritmética, Godel? Juro que néo te exigirel
demonstragbes dessa vez!

Tu bem sabes, Sécrates, que este nosso didlogo é um grande prazer para mim.
E, para facilitar a resposta a tua pergunta, indicarei a poténcia de qualquer
conjunto enumeravel pela primeira letra do alfabeto gético minisculo Owe
Vais substituir, entdo, & por {\?

Exatamente. Ainda, indicado por n e p nimeros naturais quaisquer, Cantor de-
monstrou que

Gus Ou=Ou, O Ov = Ov, OvwnaOy Gvne O

_ C=§+n=<f-+<>v=C+C=n.<;
Ainda, se; X = W e Y =7, entdo, (M. )P =M.".n* en".n’ =n™ etc.
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Acrescento, ainda, que as relagbes de desigualdade entre numeros transfinitos se
comportam da mesma maneira que entre niimeros finitos. Cantor também trabalhou
com ordinais transfinitos, mas disso nao se cogitou no banquete de Hilbert.

S _ E depois de todas estas explicagdes, qual foi a resposta de Cantor a Tales sobre
a ‘densidade’ da reta? .

G — Cantor mostrou, inicialmente, que se A,B e C séo conjuntos quaisquer, disjuntos,
tais que A = B w C, entdo,

i=BuC=§+?.

Em seguida, se chamarmos de | ao conjunto dos ifracionais, tem-se, como ja foi
por ti colocado, que o conjunto dos numeros reais é a unidao do conjunto dos
racionais com o dos irracionais. Em simbolos tudo fica mais facil:

R=Q 1

Come Q e I nfio tem elementos comuns, entdo, R=Q+1.Tendo sido demonsirado

qued =g, G =), e quei &3 ¢ » 0 proprio Tales concluiu que a densidade do
conjunto dos reais era devida ao conjunto dos irracionais.

S — Por Hércules, n&o saberia enconfrar resposta para u pergunta de Tales! E posso
avaliar o éxtase de Tales diante de tais elucidagbes! Resumindo, Gddel, existem
dois transfinitos distintos, (\( <, @ com eles & possivel efetuar operagdes, cujos
resultados coincidem com (\(u com  Péra ai a feoria de Cantor.

G — Felizmente ndo, Sécrates. Uma vez descobertos {\()¢ «; o passo seguinte de

Cantor foi inspirado no conjunto de todas as paries de um conjunto finito dado.
S6 para facilitar teu raciocinio, Sécrates, suponhamos um conjunto A com trés
elementos, por ex.,, a, bec:

A ={ab,c}. O conjunio de todas as partes de A & indicado por

@(A) = { (a}, (b}, {c}, {a.b}, {ach (b.c], {abich {}}-

onde { } representa o conjunto vazio. Pois bem, Cantor demonstrou que se A tem
n elementos, ¢2(A) tera 2" elementos e que esse resultado é valido também para
conjuntos infinitos. Em outras palavras, quer seja A finito ou infinito

ph)=2*

S - E qual a relagdo desle fato com as novas descobertas de Cantor?
G - E algo t&o importante que leva o nome de ‘Teorema de Cantor’:
m 2"
S — Dizendo de outro medo, nenhum conjunto X tem poténcia igual a da familia de todos
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os seus subconjuntos. Nestas condigdes ¥ = R L
G - E qual a conclusdo que tu tiras dai meu caro Sécrates?
S — Que existe uma infinidade de transfinitos diferentes!
G — Cantor indicou essa cadeia crescente da seguinte maneira:

NN, N, L

S — E ai esta o motivo do indice '0":¥¢ seria o primeiro transfinito,

G — Tu nao esqueces nada, Socrates!

S — Posso concluir, Gdel, que a seqléncia dos transfinitos forma um conjunto
enumeravel?

G — Isso foi bastante discutido no banquete de Hilbert!

S — E na seqliéncia acima de alefs onde se situaria < ?

G - Cantor demonstrou que 2™° = ; portanto, & = <.

S — E enire ¥_e < existe algum transfinito?

G —Palos deuses, Sécrates, abordaste um assunto de muita polémica. Esta tua
pergunta é conhecida como a ‘conjectura de Cantor’ ou a ‘hipétese do continuum’
e até a minha saida do planeta Terra nd¢ havia sido respondida.

S - Ela foi mencionada no banguete?

G - E claro. Inclusive, Hilbert informou a todos que em 1900 ele elaborara uma lista
de problemas matematicos até entfio néo resclvidos e que a ‘hipbtese do
continuum’ encabegava essa lista.

S — Por Zeus, meu caro Godel, estou aqui a pensar e a fazer comparagdes com
acontecimentos passados. Nesse nosso didlogo vimos que, provavelmente, a
razdo de ser de alguns paradoxos de Zeno residia numa conceituagdo mal
formulada de reta. Sera que a conjeciura de Cantor néo foi ainda resolvida por
alguma mé conceituago na teoria dos conjuntos?

G — Tua comparagéo é perfeita, Sécrates! E, provavelmente, foi também pensando
dessa maneira que os malematicos dessa época decidiram fazer uma reviséo
nos fundamentos da teoria dos conjuntos de Cantor.

S — Podias aprofundar mais o que falas, se ndo te impacientares, meu caro Godel,
pois estou muito curiosol

G - E claro, Sécrates! Lembra-te que dispomos de um tempo infinito e que cansago
para nos nao existe.

S - Queres dizer que somos eternos e absolutamente livres!

G -Exatamente, Socrates. Apenas, propenho-te um passeio pelas margens do Rio
da Vida, pois os seus jardins exercem um fascinio muito grande sobre mim.

S — Com todo prazer, Godel. {Os dois saem andando devagar).

G - Continuando a nossa conversa, gostaria de relatar-te o didlogo travado no
banquete entre Cantor e Bertrand Russel sobre a aludida revisio nos fundamen-
tos da teoria cantoriana. Russell afirmou que a definigdo de conjunto dada por
Cantor como “qualguer colegéo formada por objetos definidos e separados da
nossa intuigio ou pensamento”o levou & conclusao de que ‘existe o conjunto de
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todos os conjuntos’,
G - E Russell continuou explicando a Cantor que se existisse um conjunto X, cujos
elementos fossem todos os conjuntos possivels, a funcéo identidade

X —s X
A —> {A)=A

assumiria como valores todos os subconjuntos do conjunto X, uma vez que estes
subconjuntos seriam elementos do conjunto X. E continuou Russell: vamos
acrescentar que da hipotese (falsa} de que existe o conjunto de todos os
conjuntos segue a existéncia de

Z=1{A|AehAl

Porém, a existéncia do conjunto Z conduz imediatamente a uma contradigéo,
porque

A e Z& A ¢A, por definigio de Z e, portanto,
el Zel

-8 — E qual a reacéo de Cantor a essa antinomia de Russell?

G —Cantor afirmou que sua intengdo era a de dar uma conceituagdo a mais
transparente e intuitiva possivel do termo ‘conjunto’ e que tal definigao havia
funcionado muito bem para os objetivos a que se havia proposto.

S — Serd, Godel que a definigio de conjunto de Cantor era tho 'ingénua’ quanto a
conceituacdo de reta de Tales? E como esse problema foi resolvido?

G — Ora, Cantor designava a existéncia de um conjunto através da notagéo:

{x} o)}

ou seja, o conjunto de todos os elementos x que gozam da propriedade ¢(x).

claroque, se tomares, na expressdo acima para ¢(X): 'x é um conjunto’, obteras
como conseqiléncia imediata, 'a existéncia do conjunto de todos os conjuntos’.
Com a reviséo dos fundamentos, foram elaboradas algumas axiomatizagbes da
teoria dos conjuntos, destacando-se entre elas a de Zermelo e paradoxos desse
tipo foram eliminados ao delimitar um universo U para a variagdo de x; assim,
a expressao acima foi substituida por

{xeU]ox))}

S — Pelo que pode entender, provavelmente a presenga da palavra qualquer que
corresponde ao ‘todo’ de Aristételes, foi a responsavel pela concluséo de Russel.
Pego-te que me situes no tempo, Godel!
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G — Tudo isso se passou na primeira década do século XX. Mas, referindo-me ainda
ao banquete, informo-te que nessa altura da discussdo, Hilberl, querendo
provocar especiaimente Euclides, fez a seguinte pergunta: serd que os parado-
xos de Zeno decorreram dos conceitos intuitivos e ingénuos de Tales e que 300
anos depois levaram Euclides a uma axiomatizagéo da Geometria?

S - Esta claro para mim que Hilbert fez comparagbes da triade Tales, Zeno e Euclides
com o terceto Cantor, Russell e Zermelo. Dizendo de outra maneira, em ambos
05 casos, conceilos ingénuos levaram a paradoxos, que, por sua vez conduziram
a axtomatizagdes!

G — A intengéo de Hilbert era exatamente esta, Sécrates, e tu a captaste com pre-
ciséo.

S — E quantos anos se passaram entre Cantor e Zermelo?

G — Aproximadamente 30 anos.

S — Anles que eu esquega, qual a reagéo de Euclides & provocagéo de Hitbert?

G — Até entdo Euclides permanecera como mero espectador no banquete. Tomando
a palavra e depois de saudar os presentes, afirmou que sentiu necessidade de
organizar, ou, mais precisamente, de sistematizar os conceitos geométricos
utilizados pelos seus predecessores, destacando entre eles Pitagoras. Fez, a
seguir, um esbogo de axiomatizagio da geometria, justificando porque tomara
o ponto, a reta e o plano como entes primitivos; enunciou as proposigdes que
ele também havia considerado como primitivas (0s axiomas) por serem eviden-
tes por si mesmas. E falou mais rapidamente dos teoremas que sac proposigdes
deduzidas dos axiomas ou de outros teoremas j& demonstrados. Depois que
Euclides terminou a sua fala, Hilbert lhe fez muitos elogios e afirmou que
cerlamente ndo $6 0s gregos mas os seus sucessores, de um modo geral, se
sentiram muito mais seguros depois que a geometria passou a depender apenas
de dedugdes légicas feitas airavés da axiomética euclidiana.

(Gédel aproveita a oportunidade para dar a Sécrates um conceito mais preciso
de axiomatizagdo de uma teoria e de formalizagdo de um sistema).

S Falamos sobre Zermelo, que estava presente no banquete, mas confesso-te que
hada sei sobre ele, além do que me disseste. Por acaso, a sua axiomatizagao
resolveu a conjectura de Cantor?

G — Para melhor responder & tua pergunta, Sécrates, devo explicar-te, de antemao,
que uma determinada axiomética deu origem & chamada ‘tecria restrita dos
conjuntos’. Zermelo acrescentou a essa axiomatica, mais um axioma, conhecido
posteriormente como 'axioma de Zermelo' ou ‘axioma da escolha’, gerando a
"teoria convencional dos conjunios’.

S - Pelo que entendi, a diferenga entre a teoria restrita e a convencional esta exa-
tamente no axioma da escolha. Mas, que axioma é este, Godel, e qual a sua
importancia na Matematica da segunda metade do século XX?

G — Vamos por partes, Sécrates. Este axioma diz o seguinte: "se o & uma colegao
quaiquer de conjuntos

a={ABC ..}
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e nenhum dos conjuntos de o é vazio, existe um conjunto Z que consiste
precisamente de um elemento de A, de um elemento de B e assim sucessiva-
mente, percorrendo todos os conjuntos de o”.

S _ Podes dar uma ilustragéo, Gédel, de tal axioma?

G - Claro, Sécrates, Por exemplo, se a consiste de dois conjuntos: o conjunto A
de todos os prismas & o conjunto B de todos os cubos entéo o satisfaz claramente
ao axioma da escolha: basta escolher algum prisma em A e algum cubo em B
e estes dois elementos constifuiréio Z.

S - Vejo que este axioma n&o apresenta dificutdade quando se trata de uma colegéo
finita de conjuntos, mas, se a colegéo for infinita, Gédel?

G - Este & o problema, Sécrates. Se o tiver um nimero infinito de conjuntos e se
alguma regra for dada com o objetivo de distinguir um efemento em cada um
destes conjuntos também niio haverd dificuldade. Mas, se nenhuma regra é
formulada, teriamos que escolher arbitrariamente um elemento de cada um dos
conjuntos de o, em um namero infinito de operagdes.

S _ Mais uma vez, Gddel, lembro-te que néo sou um matematico. Se néo te canso,
poderias me dar um exemplo queilustre a impossibilidade de construir o conjunto
Z no axioma da escolha?

G — Ah, Sécrates! Posso repetir um jocoso exemplo do que me pedes, dado por
Russell nas discussées entre ele e Zermelo no banquete de Hilbert. E assim
falou Russell: em paises civilizados, os sapatos sdo desenhados de modo que
o sapato direito e o esquerdo de cada par séo diferentes; porém, a distingdo
entre direito e esquerdo néo pode ser feita para pares de meias. Vamosimaginar
um homen infinitamente milionario e excéntrico que mantém uma colegéo de
infinitos pares de sapatos e infinitos pares de meias. Entdo este homem tem
a sua disposi¢do um conjunio de sapatos que contém exatamente um sapato
de cada par: o conjunto infinito de sapatos do pé direito. Porém, como é que
ele obtém o conjunto de meias do pé direito?

S - Ja vi que Russell tinha prazer em descobrir antinomias! Mas, afinal de contas,
onde estava o problema, no axioma da escolha, que gerava essas antinomias?

G - E a liberdade que caracteriza a colegéo o 'qualquer colecéo de conjuntes’...

S — E a histéria se repete, meu caro Gédel! Novamente, a palavrinha ‘qualquer’. E
quai a importéncia desse axioma? N&o seria melhor se os matematicos optassem
pela teoria restrita dos conjuntos?

G — Ocorre, Sécrates, que o axioma da escolha é uma ferramenta poderosa para
a Matematica. Conheces o teorema da indugo finita ou indugéo matemética?
(Godel explica a Socrates tal teorema e faz ilustragbes). Pois bem, o axioma da
escolha é usado na demonstragéo do teorema da indugéo transfinita: podemos
usar raciocinios indutivos para demonstrar afirmagbes sobre os elementos de
qualquer conjunto, qualquer que seja a sua poténcia, da mesma maneira que
a indugéo matematica pode ser usada para demonstrar teoremas sobre o8
niimeros naturais 1, 2, 3, ...

5 - No banquete, eram muitos os matematicos a discordarem do axioma de Zermelo?
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G-

S5-—

G-

Néo se deu muita importincia aisso porque os didfogos, a partir desse momento,
passaram a se concenirar sobre os meus trabalhos. Mas, posso te informar,
St6crales, que grandes matematicos como Brower, Weyl e Poincaré tinham
muitas ddvidas sobre o axioma da escolha.

Finalmente, chegou a hora de dizeres como os teus trabalhos estaorelacionados
com o infinito e lembra-te que ainda me deves uma resposta sobre a relagio
entre a conjectura de Cantor e o axioma de Zermelo.

Em realidade, meu caro Sdcrates, os meus trabalhos estdo ligados a todas estas
coisas e, provavelmente, por esse motivo, eu tenha sido o tltimo dos convidados
de Hilbert a falar. Estudei muito a completude e a consisiéncia de um sistema
formal. A grosso modo, uma teoria formal consistente significa: se ela contém
determinada proposi¢do, nfo contém a sua negagfo. E uma teoria formal &
completa quando nela toda férmuia bem-formada, se nfo & um teorema, a sua
negagéo o serd. Meus trabalhos sobre completude e consisiéncia em teorias
formalizadas mexeram muito com os mateméticos do século XX. E através do
artigo intitulado “Sobre as proposigfes indecidiveis dos Principia Mathematica

e sistemas correlatos” eu mosirei que é possivel a construgéo de proposigtes

bem-formadas sobre as quais nio se pode deduzir se sdo verdadeiras ou falsas.

5 Antes que continues, Godel, me deves explicagbes sobre este Principia Mathematica

G-

S -

de que falas e pelo menos um exemplo de uma proposigéo sobre a qual, em pleno
século XX, ndo se pode demonstrar se é verdadeira ou falsa.

Perdoa-me, Sécrates! As vezes penso que estou dialogando com um matemético
esquecendo que era a filosofia a tua paixdo. Principia Mathematica foi a grande
obra, no campo da logica, do século XX e, portanto, de todos os tempos, escrita
pelos nossos grandes amigos B. Russell e Whitehead. Quanto a tua segunda
pergunta, basta que eu cite a conjectura de Goldbach, ndo demonstrada até a
minha saida da Terra em 1978; "Todo nlmero par é a soma de dois primos”
(Sécrates, busca, mentalmente algums exemplos de nimeros que nédo satisfa-
gam a proposigio citada por Godel).

Por Zeus, nunca me dei conta dessas coisas! E eu juraria por todos os deuses
gregos, que a matemdtica da segunda metade do século XX era uma ciéncia
estavel e que continuava crescendo sem problemas nos seus fundamentos!

G —Continuando, Sécrates, eu demonstrei que nao podemos demonsirar que a

g -

conjectura de Cantor ndo & verdadeira. Foi precisamente em 1938 que eu
demonstrei que 'se a teoria restrita dos conjuntos @ consistente, o mesmo
acontece com a teoria convencionaf’,

Ou, usando a lgica aristotélica, demonstraste que 'se a teoria convencional dos
conjuntos nio é consistente, entdo a teoria restrita dos conjuntos fambém néo
o€

G —Exato! E, usando outras palavras, a presenga do axioma da escolha na teoria

S -

convencional nio constitui um problema: se for possivel achar alguma contra-
digdo na tecria convencional é porque ela ja se encontra na teoria resirita.
Que mais ousaste, Godel?
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G - Eu demonstrei que podemos aceitar com seguranga a hipétese do continuo, ou
seja, 'que ndo ha cardinal infinito maior que X e menor doque ¢’, como axioma
adicional na teoria dos conjuntos. Em outros termos, eu demonstrei que se a
hipétese do continuo mais a teoria restrita dos conjuntos implica numa conira-
digdo, entdo, mais uma vez, deve haver j4 uma contradi¢io escondida na teoria
restrita dos conjuntos.

S — Como conseguiste isso, Godel?

G —Eu construi um modelo (Gddel explica a Sécrates o significado de 'modelo
matematico’) para a teoria restrita dos conjuntos e mostrei que nele o axioma
da escolha e a hipbtese do continuo eram teoremas.

S _ Por Zeus! Parabéns, meu caro Godell Entéo tu resolveste o grande problema
ligado acs transfinitos tao discutidos aqui por nés!

G — Calma, Sécrates! Mas eu 56 consegui tal modelo utilizando uma classe especial
de conjuntos; a dos chamados ‘conjuntos construtiveis’, ou seja, a grosso modo,
cada conjunto dessa classe era obtido, por passos sucessivos, de conjuntos mais
simples, usando sempre os axiomas da teotia restrita dos conjuntos.

S — Podias detalhar, Godel, para mim, a construgio de tal classe?

G — Confesso, Sécrates, que é algo demasiado longo, mas se tiveres interessado
nos meus trabalhos, poderemos marcar outro encontro.

S — Por Hércules, como gostarial Mas, pelo que me disseste, infiro que os matema-
ticos do século XX admiraram, mas ndo aceitaram o teu trabalho pelo fato de
teres utilizado uma classe especial de conjuntos, com uma finalidade especifica.

G — Exatamente, Socrates!

S — Que mais aconteceu no banquete?

G — Outros problemas de consisténcia foram discutidos, todos eles colocados por
Hilbert, mas que ndo diziam respeito ao problema do infinito.

5 — E qual a grande concluséo a que chegaram vocés no banquete, sobre o infinito?

G - E que tanto a conjectura de Gantor como o axioma de Zermelo serdo provavel-
mente responsaveis por um surto de atividades, cada vez mais crescentes, na
segunda metade do século XX, dentro da légica matematica.

S — Mas pelo menos as tuas descobertas sobre a consisténcia relativa permitiram
aos l6gicos e matematicos da vizinhanga do terceiro milénio a liberdade de
aceitar ou rejeitar a hipotese do continuo.

G — Com certeza, Socrates!

$ - Quero agradecer-te, Godel, por todas essas informagdes.

(Sécrates fica, de repente, pensativo)

G - Em que estas a pensar, Socrates?

S — Em Cantor e na grandiosidade de sua obra. E, agora, Godel, fago-te a seguinte
pergunta: Se Cantor tivesse optado pela musica, o que teria acontecido &
Mateméatica do século XX?

G — (Pensando durante muito tempo antes de responder). Provavelmente teria nas-
cido um outro Cantor!

S — E como terminou o banquete?
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G — Hilbert, depois de agradecer e abragar cada um, afirmou sorrindo: ‘ninguém nos
expuisara do paraiso que Cantor nos criou!”
(Os dois, Sécrates e Gddel, langam um ultimo ofhar sobre os jardins que
circundam o Rio da Vida, levantam-se e, calados, andam lentamente até o ponto
em que se abragam efusivamente e se separam, dirigindo-se cada um & sua
manséo celestial).
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