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0S TRES PROBLEMAS GREGOS DA ANTIGUIDADE, AS CONSTRUGOES
COM REGUA E COMPASSO E A TEORIA DE GALOIS

Arlete Cerqueira Lima*

RESUMO - Este artigo foi pensado para alunos do Curso de Matemadtica. Os
assuntos que constituem o titulo tripartido acima se reencontram ao longo da
Histéria, do século V antes de Cristo até o século XX. O texto mostra, utilizando
a teoria de Galois, que é impossivel resolver, com uso exclusivo de régua e
compasso, os trés problemas gregos da antiguidade: a quadratura do circulo, a
duplicag¢do do cubo e a trisecgdo do dngulo.

ABSTRACT - This article was conceived for Mathematics students. The topics that
form the tripartite title above are commonly found together in History, since the
Sth century b.C, up to today. The text demonstrates with the Galois Theory that it
is impossibile to solve the three ancient Greek problems (quadrature of the circle,
duplication of the cube, trisection of the angle) only by using ruler and drawing
compass.

O texto é apresentado sob a forma de um dialogo simulado com o objetivo de
minimizar a monotonia ao recordar pré-requisitos importantes em algebra linear,
extensdes de corpos, teoria das equagdes algébricas e teoria dos polinémios. O
dialogo se passa numa sala de aula e o material didatico é quadro de giz e apagador.
A integragao entre os trés problemas, as contrugdes com régua e compasso e a teoria
de Galois é mostrada na fala do professor (P) e dos seus alunos (A). O tratamento
é "vocé-vocé” entre professor e aluno, que se interrompem e se revezam na
utilizagéo do quadro de giz. O texto que fundamentou parte do dialogo foi: Introdugéo
a teoria de Galois, de Kaplansky.

Ao colocar o titulo da aula no quadro e fazer uma pausa...

A - Quais foram os trés grandes problemas gregos da antiguidade, professor?

P - A quadratura do circulp, a duplicagdo do cubo e a trisecgéo do angulo.

A — Vocé poderia dizer para nés em que consiste cada um desses problemas
e, se possivel, um pouco da histéria...

P — O estudo sobre os-dois primeiros tornou conhecido Hipécrates, contem-
porédneo do seu ilustre homénimo, o médico Hipécrates de Cés (460380 a.C.). O
problema da quadratura do circulo tinha por objeto construir um quadrado cuja area
fosse igual & area de um circulo conhecido e o da duplicagdo do cubo, construir um
cubo cujo volume fosse o dobro do volume de um cubo de aresta dada. O terceiro
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tornou célebre o sofista Hipias, que viveu na segunda metade do século V a.C. e..

A — Mas, professor, se tomarmos como unidade de comprimento o raio “r" do
circulo e a aresta “‘a” do cubo dados, teremos, indicando respectivamente por x e
y o lado do quadrado e a a aresta do cubo procurados:

=7’ e, portanto, x = r\=
e y® =2 a% e, conseqlientemente, y = axy/ 2

Além disso, professor, trissectar um angulo slgnlflca dividi-lo em trés partes
iguais. E isso é também simples...

P — Um momento! Ainda nio tive oportunidade de dizer que tais problemas
ficaram célebres pelo fato de ninguém ter conseguido resolvé-los utilizando apenas
construgbes.elementares derivadas do emprego exclusivo da régua e do compasso,
Unicos instrumentos admitidos por Platdo em construgdes geométricas.

E conveniente observar que a régua e o compasso aludidos ndo podem ser
utilizados nessas construgées como instrumentos de medida.

A — E foram muitas as tentativas?

P — Para resumir, foram tantas que em 1755, a Academia de Ciéncias de Paris
e mais tarde outros grandes centros matematicos anunciaram que nio examinariam
mais papéis sobre a solugo dos trés problemas mencionados.

A — Mas, dizer que ninguém conseguiu resolver tais problemas equivale a
afirmar que alguém demonstrou a impossibilidade de encontrar uma solugo para
0s mesmos...

P — Com o uso exclusivo de régua e compaso.

A — Alguém demonstrou esta impossibilidade?

P — Foi através da teoria de Galois que os matematicos mostraram que,
escolhida uma unidade de comprimento para os segmentos do plano, ndo se podem
construir com régua e compasso os segmentos de comprimento Vr e/7 eque
existe um dngulo o tal que coso pode ser construido com régua e compasso, mas
cos(a/3) ndo pode.

A - O titulo da aula comega agora a ter sentido e estou curioso para saber
quem foi Galois!

P — Darei a vocés um esbogo rapido da vida deste francés. Ele ficou famoso
por sua contribuigdo a alta algebra, dando o seu nome a teoria dos grupos de Galois.
Apesar de ser um matematico genial, perdeu duas vezes os exames para a Escola
Politécnica e, ao entrar para a Escola Normal, dela foi excluido no ano seguinte por
suas opinides politicas. Por uso ilegal de um uniforme e de porte de armas foi
sentenciado a 6 meses de cadeia. Morreu em 1832, quando somente com 20 anos,
recebeu ferimentos em um duelo, possivelmente com um agente provocador da
policia. Os seus principais trabalhos foram recusados pela academia francesa e sua
obra, verdadeiramente genial, mais escondida que publicada em diversas comuni-
cagdes, so foi reconhecida depois de sua morte. Na noite que precedeu o duelo
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resumiu a tragos largos na carta a Auguste Chevalier a teoria das equagbes
algébricas, bem como suas concluses sobre as integrais abelianas, sua classifica-
G40 e seus periodos, resultados que Riemann estabeleceria 25 anos mais tarde.
Naquela memoravel noite, Galois deixou as bases para a construgio da teoria dos
grupos, ou seja, os conceitos fundamentais para o que posteriormente seria a
matematica moderna.

A — Puxa, professor! Com 20 anos!

P - E, de fato, inacreditavel!

A — Mas, de modo mais concreto, qual a relagéo dos trabalhos de Galois com
os trés problemas gregos?

P — Chegaremos |4! Porém, para satisfazer, de modo imediato, & curiosidade
de vocés diria que os trés problemas estéo ligados a seus estudos sobre as equagdes
algébricas e, portanto, a teoria dos polinémios. Desde ja chamaria a atengéo para
os seguintes fatos: Linderman, no século XVIII, demonstrou que ndo existe uma
equagao com coeficientes racionais que tenha = como raiz e lembrem-se que Vr
esté ligado ao problema da quadratura do circulo; que /2, nimeroligado a duplica-
¢éo do cubo, é solugdo da equagéo x® - 2 = 0 e, como veremos mais adiante, o
problema da trisecgao do angulo de 60°, por exemplo, esté ligado as propriedades
da equagdo x° - 3x - 1 =0, fatos estes ja previstos por Viéte. E interessante registrar
aqui que o problema da duplicagéo do cubo foi também chamado problema de Delos,
por causa do oraculo de Delfos que em 430 a.C. teria prescrito aos atenienses
contaminados pela peste que dessem a um altar de forma cubica da ilha de Delos
um volume duplo sem lhe mudar a forma.

De modo mediato, diria que depois de trabalhada pelos matematicos que
sucederam a Galois, a sua teoria tem por objeto as relagdes existentes entre dois
corpos K e M, quando K < M, ou o que é 0 mesmo, quando M é uma “extens&o”
de K. A resolugéo de equagdes que deu origem a essa teoria é hoje apenas uma
de suas aplicagdes.

A — Estou pressentindo, professor, que aplicaremos agora tudo o que estu-
damos anteriormente sobre extensGes de corpos e sobre o conjunto K[x], anel dos
polinémios na indeterminada x com coeficientes em K. '

P — Nem tudo, apenas algumas coisas; além disso, em vez do anel K[x] onde
K é um corpo qualquer, utilizaremos o anel Q[x], onde Q & o corpo dos racionais.

A — Como tais assuntos foram vistos ha algum tempo, seria possivel uma
revisdo da parte que vai nos interessar diretamente, utilizando em paralelo alguns
exemplos?

P — Tudo bem! Vejamos até que ponto vocés se lembram de tais assuntos.

Ja vimos que se K e M sdo corpos tais que K < M, diz-se que M é uma extensédo
de K. Alguém poderia dar um exemplo de uma extenséo do corpo Q dos racionais?
Por favor, nio me déem o exemplo do corpo R dos reais!

P — O conjunto Q(VZ ) = {a + b V2 a, b € Q} é um corpo e contém Q.

P — Muito bem! Também vocés se recordam de que se K e M séo corpos e
KcM, entdo M é um espago vetorial sobre K. Nestas condigbes faz sentido falar em
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elementos de M linearmente independentes sobre K, em base de M sobre K, etc..
Lembrem-se que a dimens&o de M sobre K é indicada por [M:K] e é chamada “grau
de M sobre K. Estaremos interessados nos casos em que [M:K] & um nimero finito.
Quem é capaz de indicar uma base de Q(V7) sobre Q?

A — O conjunto {1,VZ"}, por exemplo, o que significa que [Q(VZ ):Q] =2

P —Também sera muitoimportante nesta revisio o teorema sobre a multiplicatividade
dos graus: “Se K, L e M forem corpos satisfazendo as condigbes K< L < M, [M:L]
e [L:K] finitos, entdo [M:K] = [M:L] . [L:K].”

Alguém é capaz de lembrar do esbogo da demonstragao?

A-Sefu, .., u}éumabasede Msobrel e {v,, ... v_} uma base de L sobre
K, basta mostrar que {uyv,ouvou v, UV, .., UV, .., uv }éumabase
de M sobre K. Uma vez provado isto, vemos que TM:K] =nms= [l\')l: ] . {L:K].

P — Alguém poderia dar um exemplo do teorema sobre a multiplicatividade dos
graus?

A — Supondo K=Q,L=Q(VZ )eM=[QVZ )] (V3 ) onde

[Q(VT)] (V) ={a+bVT, a beQVT),

é facil ver que [Q (V2 )] (V3™ ) é um corpo que contém Q ( VZ') e, portan-
to, um espago vetorial sobre Q(V"Z). Uma base deste espago & o conjunto {1, V3 }.
Dessa maneira,

Q@ (VT )] (VT):QWT)] =2

Como j& esbogamos anteriormente, o conjunto {1,V2 V3 N2 .\/3 } é
uma base de

[Q(VZ7)] (V3 ) sobre Q. Logo,
(QVZN(V3)Q] = [[QVT )] (V3) : QVT)LQ(NT):Q) = 2 x 2222

P — Bravo! Vejo que vocés fixaram bem os assuntos anteriormente estudados.
Agora eu pergunto: em que condigdes um elementou e M diz-se “algébrico” - sobre
K?

A — Se existe um polindmio f € K[x], f # 0, tal que u é raiz desse polinémio,
ou seja, f(u) = 0.

P-¥7 e R é algébrico sobre Q?

A - E claro, porque YT é raiz de f(x) = x* - 2, onde f € Q [x]; este nimero
esta ligado ao problema da duplicagéo do cubo.

P — A negagdo da definigdo de elemento algébrico nos conduz & definigéo de
elemento “transcendente”. Quem é capaz...

A-SeKc Meu e M, udiz-se “transcendente” sobre K quando qualquer
que seja o polindmio f e K[x], f = 0, tem-se f(u) = 0, isto é, u ndo é raiz de f.
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P — Alguém pode dar um exemplo de um nimero real transcendente sobre o
conjunto dos racionais?

A - m e, conseqlientemente \/7, nimero ligado ao problema da quadratura
do circulo.

P — Muito bem, chegamos ao ponto de revermos a classificago de uma
extensdo M de K. Alguém se lembra? Nao? Uma extensdo M de K diz-se:

— “algébrica” se todo u € M é algébrico sobre K;

_ “franscendente”’ se existe pelo menos um u € M que é transcendente so-
bre K;

—“simples” se existe u € M tal que M = K(u), onde K(u) indica o subconjunto
de M gerado pelo conjunto K U {u}, isto &, o menor subcorpo de M que contém K
eu.

—“finita” se [M:K] é finita. Citando um exemplo ja considerado aqui em classe,
Q(V7) é uma extenséo simples e finita de Q.

A — Lembro-me, professor, que existem algumas correlagdes entre estes tipos
de extensdes.

P _ E verdade. “Toda extensdo finita é algébrica” e este & um corolario de um
teorema que afirma o seguinte: "SeKc Meu e M, K(u) é uma extensdo finita de
K se e somente se u é algébrico sobre K".

A — E o caso do exemplo que nos esta servindo de ilustragéo: Q esta contido
em Q(\V/T). Neste caso, \/7 ¢é algébrico sobre Q por ser raiz de f(x) = x2 - 2.

P _ Existe um outro resultado sobre extensdes finitas que afirma: “Toda
extensdo finita pode ser obtida por meio de uma sucesséo finita de extensdes
simpies”. Em outras palavras, se K e M sdo corpos, com K < M, e [M:K] = n é finito,
existem corpos K =K, K, ... K = M tais que

K= Kog K1 c..C Kn =M e Km = Ki(ui+1), u € Ki. i=01,..n1.

A — S6 para exercitar, professor, evocando ilustragdes anteriores, se consi-
derarmos em particular K, =Q e a cadeia

Q=K cKc..c K =M, onde u, = ¢ com ¢ €K, i=0, 1, ..., n-1,
teremos:

K,:Q] = [K;K] =...= MK =2

e, portanto, [M:Q] = 2", pelo teorema da multiplicatividade dos graus.

P — Isso! Quero observar que precisaremos exatamente deste resultado, mais
adiante, considerando K = Q = conjunto dos racionais.

necessario rever, ainda, a seguinte notagéo:

Se u é algébrico sobre K, o simbolo [u:K] e a expresséo “grau de u sobre K"
serdo usados para indicar o grau de [K(u):K] = grau do polinémio minimal de u
sobre K.

A — Confesso que nao me lembro mais do conceito de polinémio minimal. E
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um polinémio de grau minimo? _

P — Em parte & mas vamos tornar as coisas mais completas e mais precisas:
chama-se "polinémio minimal” de u sobre K ao polinémio f € K[x] de grau minimo
tal que f(u) = 0. Exige-se ainda que ele seja “ménico”, isto &, o coeficiente do seu
termo de maior grau seja 1. O polinémio minimal de u sobre K pode ser ainda
caracterizado pelas propriedades de ser ménico, irredutivel e tal que f(u) = 0; isto
se deve ao fato basico de que todo polinémio g(x) € K[x] tal que g(u) = 0 é um multiplo
do polinémio minimal de u.

A — Acho que o conceito de polinémio irredutivel esta fazendo falta!

P - f e K[x], diz-se “irredutivel” sobre K se f =g.h, g, h € K[x] implica que
g = constante ou h = constante. Existe, inclusive, um “critério de irredutibilidade”
que, apesar de elementar, é Util para 0s nossos cbjetivos: “um polinémio do 2¢ ou
do 3¢ grau f e K[x] ou é irredutivel ou possui uma raiz em K; além disso, essa raiz
é inteira e divide o termo constante”.

A — Eu me lembro da demonstragéo desse critério, professor: sendo f € K[x]
um polinémio do 2° ou do 3¢ grau, f=g.h, g, h eK[x], g # constantee h = constante,
entdo g ou h sera do 1? grau. Suponhamos que seja g. Nestas condigdes,

f = (ax + b) h, donde f(-b/a) = 0, -b/a € K.

P — Muito bem! Acho que essa revisdo € suficiente para vocés entenderem as
correlagdes existentes entre os trés problemas gregos da antiguidade, as constru-
¢bes com régua e compasso e a teoria de Galois.

Recordem-se que o nosso objetivo agora & demonstrar a impossibilidade de
construir com régua e compasso:

— um quadrado de area igual a de um circulo dado;
_ um cubo de volume igual ao dobro do volume de outro cubo dado;
— um angulo igual a um tergo de um angulo dado.

Como j& dissemos anteriormente, a nossa tarefa consiste em mostrar que
escolhida uma unidade de comprimento para os segmentos do plano, néo se podem
construtir com régua e compasso os segmentos de comprimento n e /7 e que
existe um dngulo o tal que coso pode ser construido com régua e compasso, mas
cns(a/3) ndo pode.

Falarei agora sobre os “'nimeros construiveis” com régua e compasso.

Seja x um nimero real. Para nés, a expressdo “construir um nimero x”
significara construir com régua e compasso, a partir do segmento tomado para
unidade, um segmento de comprimento igual a x. Em termos numéricos, 1 é dado
e procuraremos determinar que nimero se pode construir a partir de 1, usando-se
a régua e o compasso um nimero finito de vezes.

A _ Serdo esses os numeros chamados “‘construiveis™?

P — E verdade, e afirmo que se a e b sdo construiveis, a + b, —a, ab, 1/ae
Va também o séo.

A — O que vocé acaba de afirmar é que o conjunto dos nimeros construiveis
constitui um corpo K, com mais uma condigao: se x € K entio \/x € K.

P — Exatamente!
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A - Quer dizer que todo nimero racional, em particular, é construivel?
P — Perfeito! Utilizemos agora régua e compasso para provar a minha
afirmagdo anterior. Temos, quaisquer que sejam os nimeros construiveis a e b.

bry 0 a 0

6 a a¥1

A — Semelhanga de tridngulos e teorema de Pitagoras tornam pacificos os
resultados acima que séo menos triviais.

P — Sem duvida alguma, e deixarei as demonstragdes dos mesmos como
exercicios. Examinemos mais detalhadamente a natureza dos elementos de K.
Introduzindo coordenadas cartesianas no plano, os pontos passam a ser represen-
tados por pares (a,b) de numeros reais e é evidente que o ponto (a,b) pode ser
construido se e somente se os numeros a e b sdo construiveis. Ora, construir com
régua e compasso significa que somos autorizados a efetuar as seguintes constru-
¢oes;

1) Tragar a reta que une dois pontos dados.

2) Tragar o circulo com centro e raio dados.

A - Estou pressentmdo que com este raciocinio vocé podera passar das
construgdes com régua e compasso para as equagoes da reta e do circulo, ou, em
outras palavras, para a representagéo analitica. E a partir dessas equagdes vocé
envolvera o conceito de extensdo de um corpo e a teoria dos polinémios.

P — E mais ou menos esse o caminho. Seguindo esse roteiro, se P e Q séo
pontos dados, a equagéo da reta PQ envolve apenas expressoes racionais em termos
das coordenadas de P e Q. Portanto, as operagbes. 1) e 2) acima significam,
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analiticamente, que podemos considerar: :

1') Retas y = ax + b, a, b nimeros construiveis.

2') Circulos (x - a)? + (y - b)? = r? a, b e r nimeros construiveis.

Um ponto, nas construgdes com régua e compasso s6 pode ser determinado
por meio da repeticdo de um nimero finito das seguintes operagdes:

) intersecgdo de duas retas construiveis;

Il) intersecgdo de dois circulos construiveis;

" 1l) intersecgdo de uma reta e um circulo, construiveis.

A - Isto significa, analiticamente, que um nimero construivel u pode ser obtido
a partir dos numeros racionais por meios de uma seqléncia finita dos seguintes
processos:

I') resolugéo do sistema ax-y=b
ax-y=b;

I') resolugéo do sistema (x - a)2 + (y - b)? = r2
(- @)+ (y-b)P=r?

III) resolugdo do sistema ax -y =b
(x-a)P+(y-b)?=r?

P — Parabéns pelo raciocinio. Finalmente deparamo-nos com as equagdes
algébricas que vocés haviam previsto. Acrescento que os processos I') e II'),
aplicados com coeficientes num corpo L produzem resultados em L. O processo III'),
em geral, nos faz passar de L a L (\/—) c el.

- Repetindo estes processos um ndmero finito de vezes, a partir do corpo Q dos
racionais chegamos & concluséo de que todo nimero construivel u pertence a um
corpo M tal que existe uma cadeia Q=K cK, c..c K M ondeK =K (VT]),
ceK,i=01,..n1

Pelo teorema da multaphcatlwdade dos graus...

- A — Temos que [M:Q] = 2", como ja vimos.

P — Exato! E como u e M, u é algébrico sobre Q e o grau de u sobre Q (ou
seja, [u:Q] que € o mesmo que [Q(u):Q] = grau do polinémio minimal de u sobre Q),
divide 2". Portanto, podemos enunciar o

Teorema

Todo ndmero construivel é algébrico sobre os racionais e seu grau € uma
poténcia de 2. .

Corolario 1

VT ndo é construivel...

A'— Porque = é transcendente sobre osracionais. Logo a quadratura docirculo
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néo é possivel!
P — Perfeitamente!

Coroléario 2

/7 néo é construivel pois satisfaz ao polinémio irredutivel x°- 2 € Q[x] e,
portanto, tem grau 3 sobre Q, ndo sendo possivel a duplicagdo do cubo!

Corolario 3

Se a. = 60°, cosa = 1/2 é construivel, mas cos(a/3) ndo é. Portanto, ndo é
possivel trissectar um dngulo de 60°.

A — Nao entendi o Corolario 3, professor.

P — Vocé ndo entendeu porque ndo é imediato. Veja bem, sendo

cos 3B =4 cos® B - 3 cos B, B =20° temos:
1/2 = 4 (cos 20°)° - 3 (cos 20°)
Fazendo u =2 (cos 20°) vem: W-3u-1=0

A - O polinémio f(x) = x3- 3x - 1 é irredutivel sobre Q. De fato, sendo do 3¢
grau, ou é irredutivel ou tem uma raiz racional...

P — E se tivesse uma raiz racional, esta seria inteira e dividiria -1, donde seria
+1 ou -1, mas estes numeros nio sio raizes de f.

A - Portanto, u = 2 cos 20° tem grau 3 sobre Q, ndo sendo, conseqlientemente,
construivel. Entdo u/2 = cos 20° também néo é construivel, dai a impossibilidade
da trisecgdo do dngulo.

P — Ficou tudo claro? A miss&o foi cumprida e quero cumprimenta-los pelo
empenho e pela participagdo!

A — Descobrirmos juntos é muito mais gostoso, professor!
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