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PRINCÍPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS APLICADO À
FLEXÃO DE BARRAS COM FORTE NÃO LINEARIDADE
GEOMÉTRICA
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RESUMO — No presente trabalho, à luz do modelo apresentado por
GARCIA (1987) para a flexão dinâmica de barras prismáticas com forte
não linearidade geométrica, são instituídas inicialmente as expressões
dos trabalhos virtuais interno e externo, as quais, em publicação poste-
rior, servirão de base a um tratamento numérico do problema por dife-
renças finitas energéticas. Deduzem-se, ainda, como conseqüência da
aplicação do princípio dos trabalhos virtuais, as equações diferenciais
e as condições de contorno do problema.
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1  INTRODUÇÃO

Em sua tese de doutorado, GARCIA (1987) apresentou
um modelo estrutural aplicado ao comportamento de barras
prismáticas sujeitas à flexão plana, considerando tanto cargas
dinâmicas quanto forte não linearidade geométrica. Nesse tra-
balho, o referido autor formulou, analiticamente, o problema,
instituindo as equações diferenciais e correspondentes condi-
ções de contorno.

Para tanto, visando assegurar uma maior confiabilidade no
processo analítico de obtenção dessas equações, GARCIA
(1987) tirou partido de dois procedimentos distintos, quais
sejam: o princípio de D’ Alembert aplicado ao equilíbrio dinâ-
mico de barras, estratégia clássica e largamente utilizada por
diversos autores, a exemplo de CLOUGH e PENZIEN (1993) e
PAZ (1985); e o princípio de Hamilton, que tem a vantagem de
fornecer, de forma natural e consistente, as equações diferen-
ciais e, simultaneamente, as condições de contorno do proble-
ma.

Posteriormente, ainda no mesmo trabalho, GARCIA (1987)
implementou um tratamento numérico sobre as equações dife-
renciais do problema, simplificadas para o caso de amorteci-
mento nulo, utilizando diferenças finitas tradicionais, para re-
presentar as derivadas dos deslocamentos no espaço, e o
método da aceleração constante, visando avaliar as derivadas
no tempo. Além disso, uma segunda abordagem utilizando
elementos finitos, conjuntamente  com o método da aceleração
constante, foi também apresentada.

Nessa fase do trabalho, mais especificamente, quando da
tentativa de abordar o problema por diferenças finitas, GARCIA
(1987) destacou um problema que serviu de inspiração para se
conceber e empreender uma pesquisa no Departamento de
Tecnologia da UEFS, cujos resultados propiciaram a concep-
ção da presente publicação. O citado autor relatou que, ao
trabalhar com as equações diferenciais gerais de quarta ordem
do problema, não obteve resultados numéricos satisfatórios,
traduzidos, principalmente, pela extrema dificuldade de con-
vergência no processo iterativo de Newton-Raphson, mesmo
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em exemplos com fraca não linearidade geométrica. Para re-
solver esse impasse, gerou duas equações íntegro-diferenci-
ais para o problema, através de uma prévia integração nas
equações diferenciais originais. Em conseqüência disso, o
tratamento numérico passou a envolver, também, integração
numérica. Por outro lado, a redução da ordem da derivada mais
alta no espaço, de quarta para terceira ordem, propiciou um
aspecto favorável, já que derivadas de ordem mais baixa ten-
dem a ter representações em diferenças finitas mais precisas.

Com o auxílio dos dois tratamentos numéricos citados
anteriormente (diferenças finitas e elementos finitos), o modelo
de GARCIA (1987) pôde então ser aferido mediante o estudo
de alguns casos de carregamento e de vinculação na barra,
confrontando-se as soluções numéricas entre si e, por vezes,
comparando-as com soluções analíticas disponíveis.

No presente artigo, pretendem-se instituir, para o modelo
de GARCIA (1987), as expressões dos trabalhos virtuais inter-
no e externo visando um posterior tratamento numérico alter-
nativo por diferenças finitas energéticas, traduzido pela utili-
zação, na expressão do princípio dos trabalhos virtuais (ptv),
de representações em diferenças finitas para as derivadas no
espaço. Tal abordagem já foi implementada e testada com
sucesso por LIMA (1995), para um caso particular do modelo
de GARCIA (1987). Além disso, como conseqüência direta da
aplicação do ptv, são aqui obtidas as equações diferenciais e
as condições de contorno estáticas e cinemáticas para o pro-
blema.

2   SISTEMA DE REFERÊNCIA

Conforme estabelecido por GARCIA (1987), adota-se o
sistema cartesiano de referência X, Y e Z, observando que o
eixo X coincide com o próprio eixo da barra em sua configu-
ração indeformada, e que os demais eixos, Y e Z, estão con-
tidos no plano da seção da extremidade esquerda da barra,
conforme explicita a Figura 1:
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3  HIPÓTESES  BÁSICAS

As hipóteses consideradas para o problema podem ser
apresentadas, segundo a sua natureza, em dois grupos:

A) HIPÓTESES GEOMÉTRICAS

1. Admite-se que, durante a flexão, ocorrem grandes
rotações, porém as deformações específicas e distorções mantêm-
se pequenas em relação à unidade;

2. As seções transversais da barra permanecem, com a
flexão, planas e normais ao eixo (Hipótese de Navier-Bernoulli).
Além disso, admite-se que a seção permanece indeformada;

3. Considera-se que a barra é prismática e que apresenta
um plano vertical de simetria XZ,  no qual se supõe que atuam
todos os carregamentos, acarretando, assim, flexão plana;

B) HIPÓTESES MECÂNICAS

4. Considera-se que o material da barra é visco-elástico,
comportando-se,  segundo a lei constitutiva do sólido de Kelvin-
Voigt;

5. As componentes normais de tensão        e        são

admitidas pequenas, quando comparadas com

Y

Z X

yσ
zσ

xσ

Figura 1  - Sistema de referência adotado
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4  CAMPO DE DESLOCAMENTOS

Com base na Figura 2 e atentando-se para as hipóteses
geométricas, o deslocamento de um ponto genérico B da barra
pode ser expresso em termos das componentes u

1
,  v

1
 e w

1
(associadas aos eixos X, Y e Z, respectivamente, e admitidas
como positivas quando no mesmo sentido destes) por:

onde           e            são as translações segundo os eixos
X e Z de um ponto       localizado sobre o eixo da barra, e com
    =            representando a rotação do eixo nesse mesmo
ponto, admitida como positiva quando corresponde a um giro
de X para Z.

( ) ( ) θsen,,,,1 ztxutzyxu −=        (1.a)

( ) 0,,,1 =tzyxv                                                                                             (1.b)

( ) ( ) ( )θcos1,,,,1 −−= ztxwtzyxw                                                  (1.c)

( )txu , ( )txw ,
oB

θ ),( txθ

h

w
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u1
z sen  θ

z  cosθ
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z
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Bo
*

Co
*

B*

θ

θ

w'dx
h

dx

..

( 1+u' )dx

dx)E1( xo+ds=

θew,u 11Figura 2  - Deslocamentos                   num certo instante t
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Extraem-se ainda, da Figura 2, as seguintes relações:

onde o termo                              que representa a deformação
específica da fibra elementar        do eixo da barra, foi
desprezado em virtude da premissa de pequenas deformações
específicas em presença da unidade.

4.1  RELAÇÕES DEFORMAÇÃO-DESLOCAMENTO

Em atendimento à hipótese 1, são consideradas as rela-
ções deformação-deslocamento gerais da Elasticidade Não
Linear, as quais, em virtude da hipótese 2, que acarreta a
nulidade das componentes                            reduzem-se
apenas à componente     assim expressa:

Substituindo-se as expressões (1) em (3), e operando, ter-
se-á:

dx

dxds
Exo

−=

ooCB

yε , zε , xyγ , xzγ  e yzγ ,

xε




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


∂
∂
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
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∂
∂

=
2
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x

w

x

v

x

u

x

u
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w
E1

w
sen

xo

′≈
+

′
=θ                                                            (2.a)

'u1
1

u1
cos

xo

+≈
+

′+=
Ε

θ                                                       (2.b)

u1

w
tan

′+
′

=θ                                                                          (2.c)

2222

2

1
sencoscos

2

1

2

1 θθθθθθθε ′+′′−′′−′−′+′+′= zwzuzzwuux

         (4)
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222

2222 θθε
′

+′−
′

+
′

+′= z
z

wu
ux .                   (5)

Com o uso das expressões (2a) e (2b), pode-se reescrever
a expressão anterior na  forma seguinte:

Mas, face à hipótese 1, o último termo nesta última pode
ser desprezado em presença de      ,  resultando finalmente
para    :

Observando-se que o conjunto dos três primeiros termos
de (6) pode ser identificado como a deformação específica
      de uma fibra elementar do eixo da barra, a componente
    fica então escrita na forma mais compacta:

4.1.1  Relação Constitutiva

Considerando-se a hipótese 4, a lei constitutiva tomada
por GARCIA (1987), correspondente ao sólido de Kelvin-Voigt,
pode ser escrita como segue:

0xε
xε

xxx E εηεσ &+=                   (8)

'θz
xε

θε ′−
′

+
′

+′= z
wu

ux 22

22

                                      (6)

θεε ′−= zxx 0                                         (7)

com  xoxo E≅ε
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w

2

u
u

22 ′
+

′
+′= .
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onde E e   representam propriedades do material da barra,
sendo a primeira grandeza o módulo de elasticidade longitu-
dinal e a segunda, o coeficiente de viscosidade.

Introduzindo em (8) a expressão de        dada em (6), resulta
para

4.1.2  Esforços Solicitantes em Função dos Des-
 locamentos

Os esforços solicitantes diretamente requeridos pela for-
mulação, M

y
, e N, respectivamente o momento fletor em torno

do eixo Y e o esforço normal, são explicitados, em conjunto com
o esforço cortante Q, todos com os seus sentidos positivos, na
Figura 3.

A avaliação de N e M
y
 é feita recorrendo-se às definições

clássicas para esses esforços, como resultantes de tensões
numa seção transversal genérica de área A da barra:

η

xε
xσ

( )[ ]θηθσ ′−′′+′′++




 ′−
′

+
′

+′= &&& zwwuuz
wu

uEx 1
22

22

               (9)

N

Q

My

∫ Α=
A xdN σ                                                                   (10.a)

∫ Α=
A xy zdM σ                                                              (10.b)

Figura 3  - Esforços solicitantes numa seção genérica da barra
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Mediante substituição da expressão (9) de     , e proce-
dendo à integração, obtém-se:

que são, portanto, as expressões para o esforço normal e o
momento fletor em termos dos deslocamentos, com a grandeza
I

y
 representando o momento de inércia da seção em relação ao

eixo Y.
Ressalte-se que, embora o esforço cortante não participe

diretamente da formulação aqui apresentada, pode-se, a partir
do equilíbrio dinâmico de um elemento de barra, estabelecer,
para o mesmo, a seguinte expressão:

onde a grandeza     é a massa específica do material da barra
e o termo           representa a força generalizada de inércia
de rotação por unidade de comprimento,    , a qual será
introduzida posteriormente, quando da avaliação da parcela do
trabalho virtual externo       .

4.2  PRINCÍPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS

O ptv estabelece a igualdade entre os trabalhos virtuais
das forças internas       e externas       , ou seja,

xσ

( )[ ]wwuuA
wu

uEAN ′′+′′++




 ′
+

′
+′= &&1

22

22

η           (11.a)

θηθ ′−′−= &
yyy IEIM                                                             (11.b)

θµθηθθµ &&&&&
yyyyy IIEIIMQ +′′−′′−=+′=                        (12)

µ

xzf

extWδ

intWδ
extWδ

extint WW δδ =
 

0WW extint =− δδ
                     (13)

ou

θµ &&
yI

. .
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Nos dois subitens a seguir, desenvolvem-se, individual-
mente essas duas parcelas do ptv, tendo como objetivo prin-
cipal determinar as suas expressões que, em trabalho poste-
rior, serão tomadas como base para o tratamento numérico por
diferenças finitas energéticas. Na seqüência, será aplicado o
ptv e, como decorrência, obter-se-ão as equações diferenciais
e correspondentes condições de contorno do problema.

4.2.1  Trabalho Virtual das Forças Internas

O trabalho virtual das forças internas pode ser assim
expresso:

onde V  representa o volume da barra, ou então:

Com base na expressão (6) de    , obtém-se a primeira
variação dessa grandeza na forma:

Introduzindo-se então       ora calculado em (15) e, em
seguida, procedendo à integração na área da seção, resulta
para       :

Em razão do tratamento numérico a ser posteriormente
implementado, torna-se necessário reescrever essa expressão
em termos dos deslocamentos incógnitos do problema u e w.
Para tanto, basta, primeiramente, inserir em (17) as expres-
sões dos esforços N e M

y
, (11.a) e (11.b), respectivamente,

obtendo-se:

dVW xxV
δεσδ ∫=int

                                                  (14)

( )dxdW xxA

L
Α= ∫∫ δεσδ

0int
                                       (15)

xε

xδε

intWδ

( )[ ]∫ ′−′′+′′+=
l

y dxMwwNuuNW
0int 1 θδδδδ

(17)

θδδδδδε ′−′′+′′+′= zwwuuux                    (16)
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Em seguida, com o auxílio das relações (2), avaliam-se as
grandezas envolvendo    nessa expressão, isto é,

as quais, inseridas em (18), conduzem a:

∫ 









+




 ′′
+

′
+

′
+′+′=

L wuuw
uuEAW

0

232
2

int
2222

3δ

( ) ( )[ ] +′


′′′+′−′′+′++ uwwuwuuuA δη &&

221

+









 ′′
+

′
+′′ΕΑ+

22

23 wuw
wu ( )[ ] +′







′′+′′′+′ wwwuwuwA δη &&
2

θ

( ) ( ) wuuwwuuw
xdx

′′′++′′′−′′′−′′′=
∂
∂=





=′ δδδδδθδθδθδ 1

    (19)

wuwuw ′′′−′′′+′′=′θ          (20)

( )wuuwwuuw ′′′++′′′−′′′−′′′=′ &&&&& 1θ
                        (21)

∫






 +


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
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( ) dxIEI yy
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
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′′+′+ θδθηθ &
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que é a expressão do trabalho virtual interno na forma requerida
para implementação do tratamento numérico por diferenças
finitas energéticas.

4.2.2  Trabalho Virtual das Forças Externas

O trabalho virtual das forças externas será avaliado, em
consonância com a hipótese 3, pela seguinte expressão, en-

( ) +′


′′′′′+′′+′′′′′− uwwuwIuwwI yy δηη &&



 −





 ′′+′+′′+ wuwwuEA 23

2

1

2

1

( )+′′′−′′′′′+′′′′− wuwuuwuEI y
2

( )[ ] +′′′′′+′′+′+ uwuIwuwA y &ηη [ ] −′′′−′ wuIwA y &
22 ηη

( ) −′


′′′′′+′′+′′′′′− wwuuuIuwuI yy δηη &&

( ){ +′′′−′′′′+′′′− 2wuwwuwwEI y

( )[ ] } +′′′′′′+′−′′′−′′′′−′′′′+ uwwuwuwwwuuwwI y δη &&&&
2

( ){ +′′′′−′′′+′′′−′′′+′′+ wuuwuwuwuwEI y
22

( ) ( )[ ]−′′′′+′′−′′′′+′′+ wuuuuwuwI y &&η

( ) ( )[ ] } dxwwuuuwuwI y


′′′′′+′++′′′′+′− δη &&

221

(22)
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volvendo a contribuição das cargas de domínio e das possíveis
cargas prescritas nas extremidades da barra:

sendo as cargas de domínio representadas por:

e as cargas de extremidade por:

Esse caso geral de carregamento está representado na
Figura 4, destacando-se que todas as cargas foram represen-
tadas com os sentidos convencionados como positivos.

( )[ ]{ ( )[ ] } +−−+−= ∫ dxfwfxqufxqW xzzz

L

xxext δθδδδ
0

[ ]L

yzx MwFuF
0

δθδδ −+
                        (23)

( )xqx  - carga axial distribuída segundo o eixo X;
( )xqz - carga transversal distribuída segundo o eixo Z;

xf  - força de inércia de translação por unidade de comprimento
  segundo o eixo X ;

zf  - força de inércia de translação por unidade de comprimento
  segundo o eixo Z;

xzf
 - força generalizada de inércia de rotação por unidade de

  comprimento;

xF
 - força axial prescrita nos extremos da barra;

zF
 - força transversal segundo Z, prescrita nos extremos da barra;

yM
 - momento em torno de Y, prescrito nas extremidades da barra.

F

F

zL

xL

F
x0

Fz0

MyL

My0
fz

fx fxz

q z 

q x 

Figura 4  - Carregamento da barra
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O cálculo das forças de inércia, a partir das corresponden-
tes definições extraídas de GARCIA (1987), é explicitado a
seguir:

Substituindo agora essas expressões em (23), tem-se para
 :

Por outro lado, para expressar             na forma conveniente
ao tratamento numérico por diferenças finitas energéticas,
impõe-se reescrevê-lo somente em função dos deslocamentos
incógnitos do problema, conforme observado no subitem ante-
rior para       .  Portanto, atentando-se que as grandezas     e
     , presentes em (25), podem ser avaliadas com o auxílio das
expressões (2), ou seja,

( )∫ ∫ =−==
A Ax uAdazu

t
dAuf &&&& µθ

∂
∂µµ sen

2

2

1

(24.a)

( )[ ]∫ ∫ =−−==
A Az wAdazw

t
dAwf &&&& µθ

∂
∂µµ cos1

2

2

1

(24.b)

∫ ∫ =−−=
A yAxz IdAzwdAzuf θµθµθµ &&&&&& sencos 11

(24.c)

extWδ

( )[ ]{ ( )[ ] } +−−+−= ∫ dxIwwAxquuAxqW yz

L

xext δθθµδµδµδ &&&&&&
0

[ ]L

yzx MwFuF
0

δθδδ −++
            (25)

extWδ

intWδ θ&&
δθ

( )[ ] ( ) uwwuuwwu
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′′−′′+=′′−′′+== &&&&&&

&
&& 11

∂
∂

∂
θ∂θ

 (26)

( ) ( ) wuuww
w

u
u

wu ′′++′′−=′
′

+′
′

=′′= δδδ
∂
∂θδ

∂
∂θδθδθ 1,

 (27)
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e, em seguida, substituindo essas em (25), resulta finalmente
para

4.3  EQUAÇÕES DIFERENCIAIS QUE REGEM O PROBLE-
    MA

As equações diferenciais do problema, bem como as con-
dições de contorno, são obtidas diretamente do ptv, isto é, pela
igualdade entre

Com esse objetivo, focaliza-se, primeiramente, a parcela
intWδ   dada em (17), e faz-se uma integração por partes no

segundo membro dessa, obtendo-se:

Substituindo      avaliado em (27), no integrando de (29), a
expressão de       assume então a seguinte forma:

extWδ :

( )[ ] ( )[ ]δ µ δ µ δW q x Au u q x Aw wext x

L

z= −




+ − −∫ && &&
0

( )[ ]− ′ ′ − ′ + ′ ′ ′ ′ +µ δI w u w u w w uy
2
&& &&

( ) ( )[ ]+ ′ + ′ ′ ′ − + ′ + ′ ′ ′




+µ δI w u w u u u w w dxy && &&1 2 2

( )[ ]+ + + ′ ′ − + ′ ′F u F w M w u M u wx z y y

L
δ δ δ δ1

0          (28)

intWδ  e extWδ .

( )[ ] ( )∫ +


′+′′−′′+−



=

L

y dxMwwNuuNW
0int 1 δθδδδ

( )[ ]L
yMwwNuuN

0
1 δθδδ −′+′++

                        (29)

δθ
intWδ

( )[ ]L
yMwwNuuN

0
1 δθδδ −′+′++

                 (30)

( )[ ] ( ) ( )∫ +


′′+′+′′′−′′−′′+−



=

L

yy dxwuMuwMwwNuuNW
0int 11 δδδδδ



146

Sitientibus, Feira de Santana, n.26, p.131-149, jan./jun. 2002

a qual justifica uma nova integração por partes nos dois últimos
termos do integrando, do que resulta:

Quanto à outra parcela         do ptv, dada em (25), faz-
se nessa a substituição das grandezas    e     , presentes no
integrando, pelas respectivas expressões (26) e (27), donde
se obtém:

Finalmente, procedendo-se a uma integração por partes nos
termos do integrando contendo                   resulta para o tra-
balho virtual da forças externas:

( )[ ] ( )[ ]∫ +


′′+′+′−′′′+′+−



=

L

yy dxwuMwNuwMuNW
0int 11 δδδ

( )[ ] ( )[ ]
L

yyy MwuMwNuwMuN
0

11


−′+′+′+′′−′+



+ δθδδ

   (31)

extWδ
θ&& δθ

( )[ ] ( )[ ] −−+




−= ∫ wwAxquuAxqW z

L

xext δµδµδ &&&&
0

( )[ ] +′′′′+′−′′− uwwuwuwI y δµ &&&&
2

( ) ( )[ ] +


′′′+′+−′′′+′+ dxwwuuuwuwI y δµ &&&&

221

[ ]L

yzx MwFuF
0

δθδδ −++
                                       (32)

u′δ  e  w′δ ,

( ) ( )[ ] +




 ′′′′+′−′′+−



= ∫ uwwuwuwIuAxqW Yx

L

ext
δµµδ &&&&&&

2

0

( ) ( ) ( )[ ] +








 ′′′+′+−′′′+′−−+ dxwwuuuwuwIwAxq Yz

δµµ &&&&&&
221

[ ]L

yzx MwFuF
0

δθδδ −++
                                                   (33)
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Aplicando-se o ptv, ou seja, igualando-se as expressões (31)
e (33), obtém-se, para o domínio, as seguintes equações
diferenciais para o problema, escritas em termos dos esforços
N e M

y
:

Alternativamente, com o auxílio das expressões (11.a),
(11.b), (20) e (21), obtêm-se as equações diferenciais escritas
totalmente em termos dos deslocamentos u e w no instante t:

( ) ( )[ ] ( )xquAwwuwuwIwMuN
x xyy −=−







 ′′′+′−′′+′′−′+ &&&&&& µµ

∂
∂ 21

         (34.a)

( ) ( ) ( )[ ] ( )xqwAwuuuwuwIuMwN
x zyy −=′−







 ′′+′+−′′′+′−′+′+′ &&&&&& µµ

∂
∂ 2211

(34.b)



 +





 ′′+′+′+′+′ 2322

2

1

2

1

2

1

2

3
wuuwuuEA

x∂
∂

( )+′′′′−′′′′′+′′′′+ 2wuwwuwwEI y

( )[ ] ( )[ ] −′′′′′−′′+′+′′′′′+′+′++ wuwIwuwAuwwIuuA yy && ηηηη 221

( ) +′′′′′+′+′′′′− wwuwIuwI yy && ηη 2

( ) ( )xquAwwuwIuwI xyy −=−


′′′+′−′′+ &&&&&& µµµ 2

   (35.a)



 −





 ′+′′+′′ 32

2

1

2

1
wwuwuEA

x∂
∂

( )+′′′′+′′′′′−′′′′−′′′′+′′′− wuwuuwuwuwEI y
22

( ) ( )[ ] ( )[ ] +′′′′′+′′′+′+′′′′′+′′′−′′+′+ wuuuIwAuwuwIwuwA yy && ηηηη 2

( ) ( ) −′′′′+′+−′′′′′+′+ wuuIuwuwI yy &&
221ηη

( ) ( ) ( )xqwAwuuIuwuwI zyy −=−


′′+′++′′′+′− &&&&&& µµµ 221

(35.b)
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4.4  CONDIÇÕES DE CONTORNO DO PROBLEMA

Da igualdade entre as expressões (31) e (33), deduzem-
se, também, as seguintes condições estáticas e cinemáticas
nas extremidade da barra (com barra superior indicando valo-
res prescritos das grandezas):

ou ainda, recorrendo-se às expressões (20) e (21) de N e M
y
:

( ) xy FwMuN =′′−′+1
   ou          uu =      (36.a)

( ) zy FuMwN =′+′+′ 1
   ou         ww =             (36.b)

yy MM =
   ou          θθ =                                    (36.c)

+




 ′′+′+′+′+′ 2322

2

1

2

1

2

1

2

3
wuuwuuEA

( )+′′′′−′′′′′+′′′′+ 2wuwwuwwEI y

( )[ ] ( )[ ] −′′′′′−′′+′+′′′′′+′+′++ wuwIwuwAuwwIuuA yy && ηηηη 221

( ) xyy FwwuwIuwI =′′′′′+′+′′′′− && ηη 2

     ou          
uu =

       (37.a)

−




 ′+′′+′′ 32

2

1

2

1
wwuwuEA

( )+′′′′+′′′′′−′′′′−′′′′+′′′− wuwuuwuwuwEI y
22

( ) ( )[ ] ( )[ ] +′′′′′+′′′+′+′′′′′+′′′−′′+′+ wuuuIwAuwuwIwuwA yy && ηηηη 2

( ) ( ) zyy FwuuIuwuwI =′′′′+′+−′′′′′+′+ &&
221ηη

    ou   ww =   (37.b)

( ) ( )[ ] yyy MwuuwwuuwIwuwuwEI =′′′++′′′−′′′−′′′−′′′−′′′+′′− &&&& 1η
  ou

θθ =
  (37.c)
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5  CONSIDERAÇÕES  FINAIS

Com este trabalho, de cunho eminentemente analítico,
pode-se considerar cumprida a primeira parte dos objetivos
globais da pesquisa, qual seja:

a) Instituição das expressões dos trabalhos virtuais interno
e externo para o problema em estudo, equações (22) e (28),
respectivamente, escritas, exclusivamente, em termos dos
deslocamentos u e w, forma essa apropriada à implementação
posterior do tratamento numérico por diferenças finitas energéticas;

b) Dedução, a partir do ptv, das equações diferenciais que
regem o problema e correspondentes condições de contorno
estáticas e cinemáticas, equações (35) e (37), tendo-se, assim,
a formulação analítica completa do problema. A esse respeito,
cabe destacar que a dedução de GARCIA (1987) baseou-se no
princípio de Hamilton, o que é equivalente à utilização do ptv.

Resta, por fim, enfatizar que, dada a complexibilidade das
equações geradas, justifica-se, plenamente, a implementação
de abordagens numéricas visando gerar ferramentas computacionais
para explorar o potencial da teoria. Portanto, à luz desse
entendimento, será apresentada, numa  próxima publicação, a
formulação numérica por diferenças finitas energéticas para o
problema, combinada com o método da aceleração constante
como procedimento de marcha no tempo.
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