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PRINCIiPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS APLICADO A
FLEXAO DE BARRAS COM FORTE NAO LINEARIDADE
GEOMETRICA

José Mario Feitosa Lima *
Luiz Fernando T. Garcia **

RESUMO — No presente trabalho, a luz do modelo apresentado por
GARCIA (1987) para a flexdo dinamica de barras prismaticas com forte
ndo linearidade geométrica, sdo instituidas inicialmente as expressfes
dos trabalhos virtuais interno e externo, as quais, em publicacdo poste-
rior, servirdo de base a um tratamento numérico do problema por dife-
rencas finitas energéticas. Deduzem-se, ainda, como consequéncia da
aplicacdo do principio dos trabalhos virtuais, as equacdes diferenciais
e as condi¢des de contorno do problema.
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ABSTRACT — In the current work, based on a model presented by
GARCIA (1987) for bending problems of prismatic bars with strong geometric
non-linearity and dynamic loads, the equations for internal and external
virtual work were developed. In a future publication, these equations
will serve as a basis for the numerical treatment of the problem in question
by the energetic finite difference method. Also in the present work the
differential equations and boundary conditions for the problem are developed
from the principle of virtual work.
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1 INTRODUCAO

Em sua tese de doutorado, GARCIA (1987) apresentou
um modelo estrutural aplicado ao comportamento de barras
prisméticas sujeitas a flexdo plana, considerando tanto cargas
dindmicas quanto forte ndo linearidade geométrica. Nesse tra-
balho, o referido autor formulou, analiticamente, o problema,
instituindo as equacbes diferenciais e correspondentes condi-
¢cbes de contorno.

Para tanto, visando assegurar uma maior confiabilidade no
processo analitico de obtencdo dessas equacdes, GARCIA
(1987) tirou partido de dois procedimentos distintos, quais
sejam: o principio de D’ Alembert aplicado ao equilibrio dina-
mico de barras, estratégia classica e largamente utilizada por
diversos autores, a exemplo de CLOUGH e PENZIEN (1993) e
PAZ (1985); e o principio de Hamilton, que tem a vantagem de
fornecer, de forma natural e consistente, as equac0des diferen-
ciais e, simultaneamente, as condi¢cdes de contorno do proble-
ma.

Posteriormente, ainda no mesmo trabalho, GARCIA (1987)
implementou um tratamento numérico sobre as equacdes dife-
renciais do problema, simplificadas para o caso de amorteci-
mento nulo, utilizando diferencas finitas tradicionais, para re-
presentar as derivadas dos deslocamentos no espago, e 0O
método da aceleracdo constante, visando avaliar as derivadas
no tempo. Além disso, uma segunda abordagem utilizando
elementos finitos, conjuntamente com o método da aceleracao
constante, foi também apresentada.

Nessa fase do trabalho, mais especificamente, quando da
tentativa de abordar o problema por diferencas finitas, GARCIA
(1987) destacou um problema que serviu de inspiracdo para se
conceber e empreender uma pesquisa no Departamento de
Tecnologia da UEFS, cujos resultados propiciaram a concep-
cdo da presente publicacdo. O citado autor relatou que, ao
trabalhar com as equac®es diferenciais gerais de quarta ordem
do problema, ndo obteve resultados numéricos satisfatérios,
traduzidos, principalmente, pela extrema dificuldade de con-
vergéncia no processo iterativo de Newton-Raphson, mesmo
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em exemplos com fraca nao linearidade geométrica. Para re-
solver esse impasse, gerou duas equacdes integro-diferenci-
ais para o problema, através de uma prévia integracdo nas
equacdes diferenciais originais. Em conseqUéncia disso, o
tratamento numérico passou a envolver, também, integracao
numérica. Por outro lado, a reducao da ordem da derivada mais
alta no espaco, de quarta para terceira ordem, propiciou um
aspecto favoravel, ja que derivadas de ordem mais baixa ten-
dem a ter representacfes em diferencas finitas mais precisas.

Com o auxilio dos dois tratamentos numéricos citados
anteriormente (diferencas finitas e elementos finitos), o modelo
de GARCIA (1987) p6de entdo ser aferido mediante o estudo
de alguns casos de carregamento e de vinculagcdo na barra,
confrontando-se as solu¢gdes numéricas entre si e, por vezes,
comparando-as com solugdes analiticas disponiveis.

No presente artigo, pretendem-se instituir, para o modelo
de GARCIA (1987), as expressdes dos trabalhos virtuais inter-
no e externo visando um posterior tratamento numérico alter-
nativo por diferencas finitas energéticas, traduzido pela utili-
zacao, na expressao do principio dos trabalhos virtuais (ptv),
de representacdes em diferencas finitas para as derivadas no
espaco. Tal abordagem ja foi implementada e testada com
sucesso por LIMA (1995), para um caso particular do modelo
de GARCIA (1987). Além disso, como conseqiiéncia direta da
aplicacdo do ptv, sdo aqui obtidas as equacdes diferenciais e
as condi¢cdes de contorno estaticas e cineméticas para o pro-
blema.

2 SISTEMA DE REFERENCIA

Conforme estabelecido por GARCIA (1987), adota-se o
sistema cartesiano de referéncia X, Y e Z, observando que o
eixo X coincide com o proprio eixo da barra em sua configu-
racdo indeformada, e que os demais eixos, Y e Z, estdo con-
tidos no plano da secdo da extremidade esquerda da barra,
conforme explicita a Figura 1:
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4 X

Figura 1 - Sistema de referéncia adotado

3 HIPOTESES BASICAS

As hipoteses consideradas para o problema podem ser
apresentadas, segundo a sua natureza, em dois grupos:

A) HIPOTESES GEOMETRICAS

1. Admite-se que, durante a flexdo, ocorrem grandes
rotacdes, porém as deformacdes especificas e distor¢cdes mantém-
se pequenas em relacdo a unidade;

2. As secgdes transversais da barra permanecem, com a
flexdo, planas e normais ao eixo (Hip6tese de Navier-Bernoulli).
Além disso, admite-se que a sec¢do permanece indeformada;

3. Considera-se que a barra é prismatica e que apresenta
um plano vertical de simetria XZ, no qual se sup8e que atuam
todos os carregamentos, acarretando, assim, flexdo plana;

B) HIPOTESES MECANICAS

4. Considera-se que o material da barra é visco-elastico,
comportando-se, segundo a lei constitutiva do sélido de Kelvin-
Voigt;

5. As componentes normais de tensdo 0, e (g, sdao

admitidas pequenas, quando comparadas com O,
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4 CAMPO DE DESLOCAMENTOS

Com base na Figura 2 e atentando-se para as hipoteses
geométricas, o deslocamento de um ponto genérico B da barra
pode ser expresso em termos das componentes u,, Vv, e w,
(associadas aos eixos X, Y e Z, respectivamente, e admitidas
como positivas quando no mesmo sentido destes) por:

u,(x, v,z t)=u(xt)- zserd (1.a)
v, (% y,zt)=0 (1.b)
Wl(X, Y, Z, t) = vv(x,t) - z(l— cose) (1.c)

onde u(X,t) e W(X,t) sdo as translagbes segundo 0s eixos
X e Zde um ponto B, localizado sobre o eixo da barra, e com
6 = 0O(xt) representando a rotagdo do eixo nesse mesmo
ponto, admitida como positiva quando corresponde a um giro
de X para Z

dx

{ z cos

(1+u')dx

-

=Xz send

Z,WlV u;

Figura 2 - Deslocamentos U;, W, €0 num certo instante t
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Extraem-se ainda, da Figura 2, as seguintes relagdes:

w
serf = =w
1+E, (2.a)
1+u’
cosf = =1+u
1+E_ (2.b)
W!
tang =
1+u' (2.c)
_ds—-dx
onde o termo xo ~ dx gue representa a deformacéo

especifica da fibra elementar B C, do eixo da barra, foi
desprezado em virtude da premissa de pequenas deformacdes
especificas em presenca da unidade.

4.1 RELACOES DEFORMACAO-DESLOCAMENTO

Em atendimento a hipotese 1, sao consideradas as rela-
¢Obes deformacdo-deslocamento gerais da Elasticidade N&ao
Linear, as quais, em virtude da hipdtese 2, que acarreta a

nulidade das componentes €y, &€, Vy, V. eVy,, reduzem-se
apenas a componente &, assim expressa:

8)(_0%4_1@@_'_ Vlg*'B%gg ®)

Substituindo-se as expressdes (1) em (3), e operando, ter-
se-a:

g = +%u'2 +%\N’2 - 2z6'cosh - z6'u’ cosH - zOW send +%229'2
(4)
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Com o uso das expressdes (2a) e (2b), pode-se reescrever
a expressao anterior na forma seguinte:
12 2 2Nn'2
u w z°0

R T N ®

Mas, face a hipotese 1, o dltimo termo nesta dltima pode
ser desprezado em presenca de z6 , resultando finalmente
para &€,:

12 2
u

U, W ©)

Observando-se que o conjunto dos trés primeiros termos
de (6) pode ser identificado como a deformacado especifica
&,, de uma fibra elementar do eixo da barra, a componente
€, fica entdo escrita na forma mais compacta:

w0 — 28’ 7)

4.1.1 Relacdo Constitutiva

Considerando-se a hipb6tese 4, a lei constitutiva tomada
por GARCIA (1987), correspondente ao solido de Kelvin-Voigt,
pode ser escrita como segue:

o, = Ee, +ne, (8)
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onde E el representam propriedades do material da barra,
sendo a primeira grandeza o médulo de elasticidade longitu-
dinal e a segunda, o coeficiente de viscosidade.

Introduzindo em (8) a expresséo de &, dadaem (6), resulta
para O,

12 2
o, = EEJ' +u2 + V\; -20' %rn[(h u +ww - 29’] ©)

4.1.2 Esforgos Solicitantes em Func¢éo dos Des-
locamentos

Os esforgos solicitantes diretamente requeridos pela for-
mulacao, My e N, respectivamente o momento fletor em torno
do eixo Y e o esfor¢go normal, sdo explicitados, em conjunto com
o esforgo cortante Q, todos com os seus sentidos positivos, na
Figura 3.

Figura 3 - Esforcos solicitantes numa secao genérica da barra

A avaliacdo de N e M_ é feita recorrendo-se as definicdes
cldssicas para esses esfor¢cos, como resultantes de tensdes
numa secao transversal genérica de area A da barra:

N :IAUXdA (10.a)

M, =[0.2dA (10.b)
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Mediante substituicdo da expressédo (9) de O
dendo & integracdo, obtém-se:

_ ,outoow? A L
N—EAEJ t— AU W] g

e proce-

X!

M, =-EI0"-nl 0 (11.b)

gue sao, portanto, as expressdes para o esfor¢o normal e o
momento fletor em termos dos deslocamentos, com a grandeza
Iy representando o momento de inércia da se¢do em relagao ao
eixo Y.

Ressalte-se que, embora o esfor¢co cortante nao participe
diretamente da formulacdo aqui apresentada, pode-se, a partir
do equilibrio dindmico de um elemento de barra, estabelecer,
para 0 mesmo, a seguinte expressdo:

Q=M, +pul 6=—El08"-nl 6" +pul b (12)

onde a grandeza yu € a massa especifica do material da barra
e o termo Ml y9 representa a forca generalizada de inércia
de rotacdo por unidade de comprimento, f ,, a qual sera
introduzida posteriormente, quando da avaliacdo da parcela do
trabalho virtual externo AW, -

4.2 PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS

O ptv estabelece a igualdade entre os trabalhos virtuais
das forcas internas oW, e externas (S\Ne ou seja,

int xt !

My, = W,

ext

ou oW, —-oW,, =0
(13)
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Nos dois subitens a seguir, desenvolvem-se, individual-
mente essas duas parcelas do ptv, tendo como objetivo prin-
cipal determinar as suas expressfdes que, em trabalho poste-
rior, serdo tomadas como base para o tratamento numérico por
diferencas finitas energéticas. Na seqiéncia, sera aplicado o
ptv e, como decorréncia, obter-se-do as equacdes diferenciais
e correspondentes condicdes de contorno do problema.

4.2.1 Trabalho Virtual das Forcas Internas

O trabalho virtual das forgcas internas pode ser assim
expresso:

AW, = [, 0,5,dV
(14)

onde V representa o volume da barra, ou entao:

W, :J,OL (J-A ax&di)jX s

Com base na expressédo (6) de €4, obtém-se a primeira
variagdo dessa grandeza na forma:

g, =du'+u'du’ +wow — z46'
(16)

Introduzindo-se entdo Of, ora calculado em (15) e, em
seguida, procedendo a integracdo na area da sec¢édo, resulta
para OW,, :

W, = I('J [N@+u)au' + Nw dw —M ,56'Jdx .

Em razdo do tratamento numérico a ser posteriormente
implementado, torna-se necessario reescrever essa expressao
em termos dos deslocamentos incognitos do problema U e w.
Para tanto, basta, primeiramente, inserir em (17) as expres-
sbes dos esforgos N e My, (11.a) e (11.b), respectivamente,
obtendo-se:
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13 1 2
oW, ID:EAEJ+ u’ ++u2 +UV;

enAlL+ 20 + 02l - (W o+ uw W] Eﬁu’ +

+§£A§M+vf+d;w nAJW +uw 1 +w?w] éﬁ/\/ +

+ (1,8 +m 0P gdx

(18)

Em seguida, com o auxilio das rela¢fes (2), avaliam-se as
grandezas envolvendo 6 nessa expressao, isto €,

[ 6 i = " '_ n _ n I U
50 J%@:ax(ae) W'SU' — UG — WA + (L+ U)W’

(19)
8'=w"+u'w' -u'w (20)
6'=w'u’ —u'W -wu" + 1+ u W 1

as quais, inseridas em (18), conduzem a:

EEAHJ+ u'?+= W'2+ u +;uw' B+

O

+EI y(W"z FUW? —uwWw )+

+ Al 2u +u?)+nt w2l - AW +uw)+ntutw -
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_rII y\I\/\I\/'L]"+I’]|y(V\I"+u'V\/')\i\/' E&J'*’
0

+oEAw + 2w+ Tuew B
o o 2 2 0
- El y(U"VV" +u'u"'w' - U"ZV\/)"'

+hAw +uw) et utw o+ lpaw? -t w -
-nl yU"V\/'l]" +nl y(u" + U'U")V'V" gﬁ"/ _

—{Ely(vv’vx/’ FUWW - u'W? )+

L \Ww'a - uww - w2 - (W uw | Ju +
e o 30— i)

+nl y[(VV" + u'vv")]' - (u" + U'U")V\/] -

- oo+ o o] Yo
H (22

que é a expressao do trabalho virtual interno na forma requerida
para implementacdo do tratamento numérico por diferencas
finitas energéticas.
4.2.2 Trabalho Virtual das Forcas Externas
O trabalho virtual das forcas externas sera avaliado, em

consonéancia com a hip6tese 3, pela seguinte expressao, en-
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volvendo a contribuicdo das cargas de dominio e das possiveis
cargas prescritas nas extremidades da barra:

AW, = [ { 0. (09 1, Jou +[a. ()~ 1. Jow— 1,50 Jax+ [Feu+ Fow- W, 06]

(23
sendo as cargas de dominio representadas por:

q,(X) -carga axial distribuida segundo o eixo X;

a, (X) - carga transversal distribuida segundo o eixo Z;

f, - forca de inércia de translacéo por unidade de comprimento
segundo o eixo X;

f, - forca de inércia de translacéo por unidade de comprimento
segundo o eixo Z;

X - forca generalizada de inércia de rotagdo por unidade de

comprimento;

e as cargas de extremidade por:

T

_* - forca axial prescrita nos extremos da barra;
z - forca transversal segundo Z, prescrita nos extremos da barra;

T

Y - momento em torno de Y, prescrito nas extremidades da barra.

Esse caso geral de carregamento esta representado na
Figura 4, destacando-se que todas as cargas foram represen-
tadas com os sentidos convencionados como positivos.

M
Y!

Figura 4 - Carregamento da barra
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O célculo das forcas de inércia, a partir das corresponden-
tes definicdes extraidas de GARCIA (1987), é explicitado a
seguir:

N 9° N
:J’AuuldA:IAuF(u — zserf)da = pAl

(24.8)
dZ
f = uwdA=[ u—|w-2z(1-cosf)da= uAn
s (b docomleaz i
f,= —IAul'jlzcosBdA—IAuwlzserBdA: J1NC) 049

Substituindo agora essas expressdes em (23), tem-se para
oW,

ext

OWeye = ] { o, ()~ il +[a, (x) - pawjow- i 656 Jdx+

+[F.au+Fav-m, 8] -

Por outro lado, para expressar AW, na forma conveniente
ao tratamento numérico por diferencas finitas energéticas,
impde-se reescrevé-lo somente em funcdo dos deslocamentos
incognitos do problema, conforme observado no subitem ante-
rior para oW, Portanto, atentando-se que as grandezas 6 e
00, presentes em (25), podem ser avaliadas com o auxilio das
expressdes (2), ou seja,

6= - 9 [ u i -wr]= (e )i -war
a A (26)

50 = s0(u',w)= 22 +§A9/ew = —W A + {1+ U)o

(27
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e, em seguida, substituindo essas em (25), resulta finalmente
para oW,

ext -

0

oW, =[,0 (0.3 uAlow] o - u Alo w
=t Jw 2o - (w o+ v w) wjou +
[+ uw) i - (1+ 20 + u?) wjow der

+[Fau+ Fow+ Mywau - M1+ u)dw|;
(28)

4.3 EQUAGOES DIFERENCIAIS QUE REGEM O PROBLE-
MA

As equac®es diferenciais do problema, bem como as con-
dicbes de contorno, sédo obtidas diretamente do ptv, isto &, pela
igualdade entre oW, e OW,,,.

Com esse objetivo, focaliza-se, primeiramente, a parcela
OW,, dada em (17), e faz-se uma integracdo por partes no

segundo membro dessa, obtendo-se:

0 . : o O
SW. :J;LE [~ N@+u)] du-(Nw) dw+ M’ 56 o

T L
+[N(1+u Jou + NW’6W-My56]O
(29)
Substituindo @ avaliado em (27), no integrando de (29), a
expressdo de AW, assume entdo a seguinte forma:

O :ﬁ:@ [- N@+ )] Qu— (NwW) - Mw au + M) (L+u' oW Ed)ﬁ

+[N@+u)ou + Nw dw-M 38|
(30)
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a qual justifica uma nova integracao por partes nos dois Ultimos
termos do integrando, do que resulta:

AW, =J}L§ [FN@+u)+Miw] au-[Nw + M e u)] sw de+

+ E [N@+u)- M w]su+ [Nw + M @+ u)low-M 56 o

(31)
Quanto a outra parcela AW, do ptv, dada em (25), faz-

se nessa a substituicdo das grandezas § e 90, presentes no
integrando, pelas respectivas expressdes (26) e (27), donde
se obtém'

M = [ D [o, (x) - paulou +a, (x) - pawlow -
— w2 - (W uw o +
+/JIy[(V\/+u'V\/)U’—(1+2u'+u’2)W]ci/\/ de+

+[F.au+F,av-m 0] -

Finalmente, procedendo-se a uma integracdo por partes nos
termos do integrando contendo AU’ ¢ OW' resulta para o tra-
balho virtual da forgcas externas:

O, =ﬁL E qu (x)- HAu + Hi, [/\/zu' -(w+ u’vv’)n/] ﬁﬁj +

P () Haw =, o +uw - e + u? Y] il de+

+[F,0u+F,ov-M 0] o
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Aplicando-se o ptv, ou seja, igualando-se as expressdes (31)
e (33), obtém-se, para o dominio, as seguintes equacdes
diferenciais para o problema, escritas em termos dos esfor¢os
Ne M:

y
o0 ;
=0 N@+u)-Mw +pl [V\/ (W +uw)w] D—uAu-—qX()

u

(34.9)

o0 : g AT W [

&D NwW + M/ (1+u)—uly[(V\/+uvv’)u —(1+2u +u )\/\/] D—NAV\/:‘QZ(X)
O U

(34.b
Alternativamente, com o auxilio das expressdes (11.a),
(11.b), (20) e (21), obtém-se as equac®bes diferenciais escritas
totalmente em termos dos deslocamentos u e w no instante t:

0 1 1
— EAHJ #3ealyet 'ZH+
ox 2 2 2"

+ El (WW"'+uWW u"'w'2)

+|_'7A(1+2u'+U'2)+/7| W'W"'}J'+|_r]A(W'+u'W')_r]|yW, JW _
-0, w2a" +nl (W o+ u'w W+
+M|yw'2u'—/.lly(w'+u'w')w' E - l_jA[j:—qX(X)

(35.a)
%E EAQJW +—u 2w+ = W'3B_
- El (W +2u'w" —u"w' —u'u"w' +u’ w)
A +uw)-nt, (W uw)r + pAw? + g1, 0"+ aum ) +

b, (W +uw o —nt @+ 2u+u? i -

—yly(w'+u'w')u'+uly€l+ ZU'+U'2)\N' E - pAW = —q,(x)
U

(35.b)
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4.4 CONDICOES DE CONTORNO DO PROBLEMA

Da igualdade entre as expressfes (31) e (33), deduzem-
se, também, as seguintes condi¢cdes estaticas e cinematicas

nas extremidade da barra (com barra superior indicando valo-
res prescritos das grandezas):

N@+u)-M'W =F,
(+u) Y * ou (36.a)
Nw + M [L+u’)=F,

ou W (36.b)

6=6 (36.0
ou ainda, recorrendo-se as expressdes (20) e (21) de N e M. :

E@r+§u12+lv\/2+}ur3+1ulv\/2
o 2 2 2 2

0
=

M, =M, o

FEL (Ww +uww” —u"w? )+

+lAlr 2+ et ww o+ AW +uw)-nt wu b -
—nl,wW2am +nl (W +u'w W' =F,

EAdiw + Luew + 2wt
O 2 2 0O

ou u=u (37.a)

~ Bl (W + 20w —umw - uumw U )+
+ AW +uw)-nl ,(w + uw” )| +[nAw? +nl, (U +u'u” W +

wnl, W +uw)a” -0l [ 20+ a2 = F,

z ou wW=WwW (37b)
—El, (W +uw —u'w)-nl [t -u'W —wu' + 1+ u W] =M,
ou
6=6 (37.c)
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5 CONSIDERAGOES FINAIS

Com este trabalho, de cunho eminentemente analitico,
pode-se considerar cumprida a primeira parte dos objetivos
globais da pesquisa, qual seja:

a) Instituicdo das expressdes dos trabalhos virtuais interno
e externo para o problema em estudo, equacfes (22) e (28),
respectivamente, escritas, exclusivamente, em termos dos
deslocamentos u e w, forma essa apropriada a implementacéo
posterior do tratamento numérico por diferencas finitas energéticas;

b) Deducdo, a partir do ptv, das equacdes diferenciais que
regem o problema e correspondentes condi¢cdes de contorno
estaticas e cinematicas, equacdes (35) e (37), tendo-se, assim,
a formulagcdo analitica completa do problema. A esse respeito,
cabe destacar que a deducdo de GARCIA (1987) baseou-se no
principio de Hamilton, o que é equivalente a utilizacdo do ptv.

Resta, por fim, enfatizar que, dada a complexibilidade das
equacdes geradas, justifica-se, plenamente, a implementacgao
de abordagens numéricas visando gerar ferramentas computacionais
para explorar o potencial da teoria. Portanto, a luz desse
entendimento, sera apresentada, numa préxima publicacédo, a
formulacdo numérica por diferencas finitas energéticas para o
problema, combinada com o método da aceleracdo constante
como procedimento de marcha no tempo.

REFERENCIAS

CLOGH, R. W. ; PENZIEN, J. Dynamics of structures , 2. ed. New
York: McGraw-Hill, 1993.

GARCIA, L. F. T. Uma contribuicdo ao estudo da flexdo de
barras com forte nao linearidade geométrica. 1987. Tese (Dou-
torado em Engenharia Civil) - COPPE/UFRJ, Rio de Janeiro.

LIMA, J. M. F. Anélise dinamica da flexdo de barras com néo
linearidade geométrica utilizando diferencas finitas energéti-
cas. 1995. Tese (Mestrado em Engenharia Civil) - COPPE/UFRJ, Rio
de Janeiro.

PAZ, M. Structural Dynamics , 2.ed. New York: Van Nostrand,
1985.

Sitientibus, Feira de Santana, n.26, p.131-149, jan./jun. 2002



